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ANNALEN DER PHYSIK. \ 


VIERTE FOLGE. BAND 50. 


1. Über die 
Geschwindigkeiten der Kanalstrahlteilchen, 
von T. Retschinsky. 


(Hierzu Tafel I u. II.) 


In einer früheren Arbeit!) ist gezeigt worden, daß im 
Kanalstrahlbündel des Sauerstoffs drei verschiedene Ionen- 
pattungen vorhanden sind: 

a) Einfach geladene Molekiile (Streifen a). 


b) Einfach geladene Atome, deren Geschwindigkeit Y 2mal 

größer ist als die der Moleküle (Streifen b). 

c) Einfach geladene Atome, deren Geschwindigkeit der 

der Moleküle gleich ist (Streifen c). 

\ Berechnet man die Geschwindigkeiten einerseits aus der 
plektrischen Ablenkung für die Streifen b und c (% und 2%), 

Manderseits aus der Gleichung 


wo e/m spezifische Ladung und V Entladungsspannung be- 
Heutet, so bekommt man für die 


= 0,82 und 0,58 . 


In einer anderen Arbeit?) sini die Resultate der elektro- 
magnetischen Analyse mit denen der spektralen verglichen 
worden. Es hat sich dabei ergeben, daß das Schwärzungs- 
maximum der bewegten Intensität im Dopplerspektrum der 
Munkenlinien dem Streifen c entspricht. Das betreffende 
fGeschwindigkeitsverhältnis berechnet sich aus den Beobach- 
kungen von H. Wilsar und L. Vegard über den Dopplereffekt 
m Mittel: 


= 0,6. 
v 


1) T, Retschinsky, Ann, d. Phys. 47. p. 525. 1915. 

2) T. Retschinsky, Ann. d. Phys, 48. p. 546, 1915. (Wird mit 
„Arbeit B“ bezeichnet.) 

Annalen der Physik, IV, Folge. 50. 25 
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T. Retschinsky. 


In der vorliegenden Arbeit ist die Energieverteilung im 
elektromagnetischen Spektrum des Stickstoffs, Wasserstoffs 
und Quecksilbers mit der photographischen Methode untersucht 
worden. Die aus der elektrischen Ablenkung berechneten 
Geschwindigkeiten sind mit den aus dem Dopplereffekt be- 
rechneten verglichen worden. 

Die hier benutzte Versuchsanordnung ist in der Arbeit B, 
p- 550, beschrieben worden. Stickstoff und Wasserstoff waren 
den käuflichen Bomben entnommen. Es wurde stets mit 
CO, + Aceton-Kühlung gearbeitet, um die Hg-Dämpfe zu 
kondensieren. Als Stromquelle diente ein größeres Induktorium 
mit Wehneltunterbrecher. 


I. Energieverteilung im elektromagnstischen Spektrum.!) 


Stickstoff. Die Energieverteilung der positiven Stickstoff- 
ionen ist dieselbe wie bei den Sauerstoffstrahlen (vgl. z. B. 
Fig. 1, Tafel I und Arbeit B, Fig. 9, Tafel X). Es sind zwei 
Maxima auf der Atomparabel (Streifen b und c) und ein Maxi- 
mum auf der Molekülparabel (Streifen a) vorhanden. Die elek- 
trischen Ablenkungen der beiden Atommaxima verhalten sich 
wie 1:2. Die Streifen a und b haben gleiche elektrische 
Ablenkungen. 

Bei geringeren Drucken im Beobachtungsraum (10-3 mm 
Hg) ist das Molekülmaximum am stärksten, Streifen b am 
sehwächsten. Bei höheren Drucken (8.10-*mm Hg) wird 
das Molekülmaximum viel schwächer als die beiden Atom- 


streifen (vgl. Figg. 2 u. 8, Tafel I). Daraus kann man | 
schließen, daß entweder die Molekülstrahlen stärker als die 


Atomstrahlen absorbiert werden, oder beim Zusammenstoß 
mit ruhenden Teilchen im Beobachtungsraum aus den Molekül- 
strahlen ohne Geschwindigkeitsänderung die Atomstrahlen. des 
Streifens c sich bilden. Daß solehe Neubildung stattfindet, 
wird noch dadurch gestützt, daß der Streifen ce durch Druck- 
erhöhung nicht mehr geschwächt wird als der Streifen b 
trotzdem der letztere schnellere Teilchen enthält, welche be 
kanntlich weniger absorbierbar sind. 

Setzt man dem Stickstoff etwas Wasserstoff zu, so werdeı 


1) Literatur über die elektromagnetische Analyse der Kanalstrahle 
ist in einem Bericht des Verfassers (Jahrb. d. Radioakt. 18. p. 66—12! 
1916) zusammengestellt worden. 
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Moleküle und langsame Atome schwächer (vgl. Fig. 4, Tafel I). 
Diese Schwächung ist desto größer, je mehr Wasserstoff zu- 
gesetzt ist (vgl. Fig. 5, Tafel I). 

Beim Zusatz von Wasserstoff erscheinen noch eine Queck- 
silber- und zwei Wasserstoffparabeln. Um letztere im Bild- 
feld zu erhalten, ist in der Fig. 6, Tafel I, das magnetische 
Feld etwa viermal schwächer gemacht als in der Fig. 5. Das 
Erscheinen der Quecksilberparabel, trotz der CO, + Aceton- 
Kühlung, kann dadurch erklärt werden, daß beim Einlassen 
von Wasserstoff durch Reduktion des Quecksilberoxyds Queck- 
silberdampf frei gemacht wird. 

Man sieht aus dem Vergleich von Fig. 6, Tafel I (diese 
Arbeit) mit Fig. 16, Tafel XII (Arbeit B), daß im Stickstoff- 
Wasserstoffgemisch nur positive Teilchen vorhanden sind, 
dagegen im Sauerstoff-Wasserstoffgemisch auch negative Sauer- 
stoffatome erscheinen. 

Wasserstoff. Die mit Wasserstoffüllung aufgenommenen 
Radiogramme zeigen ebenfalls drei Streifen (Fig. 7, Tafel II). 
Der Molekülstreifen wird durch Erhöhung des Druckes im 
Beobachtungsraum schwächer (Figg. 10 u. 11, Tafel II), 
durch Erniedrigung der Entladungsspannung stärker (Figg. 7 
u. 8, Tafel II). 

Auf allen Radiogrammen erscheinen als Verunreinigung 
O*-, Hgt- und O--Parabeln, trotz CO, + Aceton-Kühlung. 
Sie werden bei Erniedrigung der Entladungsspannung immer 
stärker und verdrängen bei ca. 20000 -Volt die Wasserstoff- 
parabeln fast vollständig. In der Fig. 9, Tafel II, die mit 
Wasserstoffdurchstrémung und Kühlüng aufgenommen ist, 
kommen H*- und H,*-Parabeln gar nicht mehr zum Vorschein. 

Dieses Resultat zeigt, wie verschieden die elektromagne- 
tische Analyse ausfallen kann, je nach dem angewandten 
Indikator der Kanalstrahlen. Man hat doch früher mit der 
Phosphoreszenzmethode unabhängig von der Gasfüllung der 
Entladungsröhre nur Wasserstoffparabeln beobachtet. Sie er- 
scheinen ebenfalls fast auf allen mit der photographischen 
Schwirzungsmethode aufgenommenen Radiogrammen von 
J. J. Thomson!) und J. Koenigsberger u. K. Kilchling?). 


1) J. J. Thomson, Phil. Mag. (6) 24. p. 209. 1912. 
2) J. Koenigsberger u. K. Verh. d. 
Ges. 12. p. 995. 1910.. 
25° 
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372 T. Retschinsky. 


Dagegen besitzt die in dieser Arbeit benutzte photographische dei 
Solarisationsmethode anscheinend keine größere Empfindlich- dei 
keit fiir die leichteren und schnelleren Wasserstoffteilchen als 

für die schwereren und langsameren Teilchen anderer Gase.!) gre 

Die negativen Wasserstoffteilchen sind bei den vorliegen- Sti 
den Versuchsbedingungen so schwach, daB auch nach acht- tis 
stiindiger Exposition keine Solarisationswirkung wahrnehmbar Di 
war, trotzdem die positiven Teilchen dabei sehr stark über- die 
exponiert sind. In reflektiertem Lichte konnte man auf der int 
negativen Seite drei Streifen beobachten. Sie entsprechen gr 
den drei positiven, nur ist die Intensitätsverteilung etwas 
anders. Der Unterschied in der Intensitätsverteilung der fü 
positiven und negativen Streifen des Wasserstoffs ist der- sal 
selbe wie bei Sauerstoff. Bei den negativen Teilchen ist der } 
Streifen c relativ am stärksten; der Streifen a ist sehr schwach. Al 
Bei den positiven ist dagegen der Streifen a am stärksten, ist 
wenn der Druck im Beobachtungsraum nicht zu hoch ist. 

Auf allen Wasserstoffradiogrammen ist der neutrale Fleck el 
nicht rund, sondern hat auf der positiven Seite eine Aus- D 
buchtung, welche den Anfang eines viel schwächeren Um- be 
ladungsstreifens bildet. Auch auf der negativen Seite ist diese D 
Ausbuchtung angedeutet. Man kann daraus schließen, daß si 
im Kanalstrahlbündel, außer den schon mehrmals erwähnten de 
drei Ionensorten, noch Teilchen von anderer Beschaffenheit Si 
vorhanden sind. Es: ist bemerkenswert, daß diese Teilchen 
auch bei niedrigeren Drucken vorhanden sind, wenn der Um- 
ladungsstreifen, der nach den Parabeln führt, ganz ver- << 
schwindet. Sie sind auch noch dann vorhanden, wenn bei i 
geringeren Entladungsspannungen diese Parabeln selbst ver- 8 
schwinden (Fig. 9, Tafel II). Il 

Die geringe Ablenkung dieser Teilchen läßt vermuten, 
daß es sich hier um sehr unbeständige Ionen handelt, die ihre 
spezifische Ladung während des Passierens der ablenkenden y 
Felder mehrmals ändern. Die freie Weglänge eines neutralen \ 
Teilchens ist bekanntlich größer als die eines positiven. Des- k 
halb durchlaufen diese Teilchen nur einen geringen Bruchteil d 
des ganzen ablenkenden Feldes in geladenem Zustand. 7 

Um die Geschwindigkeiten der Maxima zu bestimmen, i 


wurde aus den Radiogrammen die elektrische Ablenkung y 
1) T. Retschinsky, Jahrb. d. Radioakt. 18 p. 72. 1916. 
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der Mitte des magnetisch am wenigsten abgelenkten Teiles 
der Parabeln gemessen, wie es in Fig. 1 angedeutet ist. 

Die so gemessene Geschwindigkeit ist etwas 
größer als die, welche den meisten Teilchen des " N 
Strahlenbündels entspricht, da die elektromagne- © 
tische Dispersion dabei nicht berücksichtigt ist. 

Diese Verschiebung des Maximums ist aber, wie 
die Energiemessungen im Sauerstoff gezeigt haben, 
innerhalb eines Geschwindigkeitsintervalls nicht Fig. x 
groß. 

In den Tabb. I und II sind die Resultate der Messungen 
für Stickstoff, Wasserstoff, Sauerstoff und Quecksilber zu- 
sammengestellt. Die Geschwindigkeiten v sind nach der Formel 
4m v2? = eV und die Geschwindigkeiten v, aus der elektrischen 
Ablenkung y berechnet. Das Geschwindigkeitsverhältnis », /v, 
ist konstant und hat im Mittel den Wert 0,85. 

E. Rüchardt!) hat neuerdings die Energiekurve im 
elektrischen Spektrum der Wasserstoffkanalstrahlen gemessen. 
Die Kurve zeigt nur zwei Maxima, weil die schnellen Atome 
~ bei diesen Bedingungen mit den Molekülen zusammenfallen. 
Die Geschwindigkeit des Energiemaximums, mit Beriick- 
sichtigung der Dispersion ‘des elektrischen Spektrums aus 
der Kurve von E. Rüchardt berechnet, entspricht für den 
Streifen b dem Geschwindigkeitsverhältnis 


a = 0,79, 


was in guter Übereinstimmung mit den Resultaten der photo- 
graphischen Methode ist. 


II. Die Geschwindigkeiten der Teilchen aus dem Dopplereffekt 
berechnet. 

Die neueren Untersuchungen von J. Stark und seinen 
Mitarbeitern haben die wichtige Tatsache festgestellt, daß 
verschiedene Liniengruppen des Kanalstrahlspektrums eines 
Elementes verschiedene Träger haben und daß die Teilchen, 
die die Funkenlinien emittieren, mit einer viel größeren Ge- 
schwindigkeit sich bewegen als diejenige, die die Bogenlinien 
liefern. 


1) E. Rüchardt, Ann. d. Phys. 48. p. 838. 1915. 
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T. Retschinsky. 
Tabelle I. 


Nr. der Platte 


Füllung 


im 


mpere 


A 
Elektr. Ablenkung 


Vorrats- 


in Minuten 
y in mm 


ın 
dieser Arbeit 


Expositionszeit 


Magnetisierungsstrom 


(Plattenbestand / = 4,5 mm)}|] 
Figuren der Tafeln T u. II 


Ablenkende Spanng. in Volt 


Stickstof 


Reeeee 


& 
& 


83 


& 


N, 
90 |0,2.N,+0,8.H, 
Wasserstof 


D 


on 
S 83 


“ 


“ 
“ 


606 
30100 | 618 


38500 | 610 
24000 | 606 


FEFIE 


21000 | 605 


Anderseits ergibt sich aus der elektromagnetischen Ana- 
lyse, daß die geladenen Teilchen eines Kanalstrahlbündels in 
der Hauptsache aus Atomen und Molekülen mit einer Ele- 
mentarladung bestehen, und zwar haben Atome zum Teil 
eine Y2mal größere Geschwindigkeit als Moleküle. 

_ Es ist deshalb von Interesse, die aus der elektromagnetischen 
Analyse und aus dem Dopplereffekt berechneten Geschwindig- 
keiten miteinander zu vergleichen. 

Sauerstoff. In der Arbeit B ist gezeigt worden, daß die 
Geschwindigkeiten und die Schwärzungsverteilung in der be- 


| 
Druck ] 
im | Entla- 
Be- | dungs- p 
obach-| span- 
tungs- nung 
raum 
in mm|in Volt| 
Hg | V | 
i 124|0,0010 | 38700 | 617| 60 N, | 2 
12 10| 38700} 616} 30 N, | 
| 134| 28|37700|626| 600,2.N,+0,8. H,| 
1300 1236600 |615| 500,8. N,+0,2.H, 
ı21! 08!30300|617| 90 N, 
132 21 | 30300/616| 7010,6.N,+0,4.H, 
129! 13 | 28000 | 615} 105 (0,8. N,+0,2.H, 
123| 11125000617) 90 
| 125| 12123600 | 616 | 180 N, 2, 
| 122| 12|20700|617| 90 N, 
| | | | | 
133| 30!29000 | 626 | 
| 138] 0,007 | 41200 | 620 | 120 | H, | 5,5 |282 |231 1 
143} 4 |385001606| 75; 5,5 1273 1231 
140° 9 | 38500] 617| 180 : 215 
154 5 | 32400 | 619 | 240 * 7,0 [250 |205 3 
142 5 83 4 6,5 |246 |212 | ' 
| 19 | | 75 
141| 0,019 | [210 H 
06 is | | | 
145| 06 | | 240 i | 9 | 


3 
@* 


| Figu 
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Tabelle II. 
Elektr. indigkei Geschwin- Figuren 
Nr. | Ab- digheite- 
der | lenkung verhältnis 
in mm | aus V ber. | aus y ber. PR Arbeit| diese 
Sauerstoff. 

89 5,0 68 60 0,88 3 

92 5,5 68 58 0,85 u 

101 5,5 67 57 0,85 12 

95 6,0 65 55 0,85 4 

88 7,0 59 51 0,88 

108 7,5 58 49 0,86 13 

98 8,5 53 46 0,88 8 

90 8,2 öl 48 0,93 5 

93 10,5 48 42 0,88 6 

Quecksilber. 

124 5,5 19,3 16,4 0,83 2 
126 5,5 19,2 16,4 0,83 

134 5,5 19,2 16,5 - 0,83 5 
130 5,5 18,9 16,3 0,84 4 
142 6,5 17,7 15,0 0,83 

121 7,0 17,3 14,5 0,82 

133 7,0 17,0 14,6 0,84 6 
132 6,5 17,0 15,0 0,87 

129 7,5 16,5 13,9 0,83 

125 8,5 15,3 13,2 0,85 1 
111 9,0 15,3 12,8 0,82 

144 8,5 15,2 13,0 0,86 

145 105 | 14,2 11,7 0,82 


wegten Intensität der Funkenlinien des Sauerstoffs der Energie- 
verteilung der einfach geladenen Atome entsprechen. 

Der bewegte Streifen in den Serienlinien des Sauerstoffs 
ist in den Schwärzungskurven von J. Stark, G. Wendt 
und H. Kirschbaum!) von der ruhenden Linie zu wenig 
entfernt, um die ihm entsprechende Geschwindigkeit berechnen 
zu können. | 

In der Fig. 2 sind die dem Schwärzungsmaximum ent- 
sprechenden Geschwindigkeiten der Funkenlinien nach den 
Versuchen von F. Paschen?), H. Wilsar®) und L. Vegard*) 


1) J. Stark, G. Wendt u. H. Kirschbaum, Physik. Zeitschr. 
14. p. 770. 1913. 

2) F. Paschen, Ann. d. Phys. 28. p. 264. 1907. 

3) H. Wilsar, Ann. d. Phys. 89. p. 1251. 1912. 

4) L. Vegard, Ann. d. Phys. 41. p. 625. 1913. 
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graphisch zusammengestellt. Die Abszissen sind die nach der 
Gleichung 
Jmv?=eV 


in der Annahme einfach geladener Atome (e/m = 608) aus 
der Entladungsspannung berechneten Geschwindigkeiten », 
Die Ordinaten sind die Geschwindigkeitsverhältnisse v,/v, wo 
v, die aus dem Dopplereffekt berechnete Geschwindigkeit ist. 
Außerdem sind noch die Geschwindigkeitsverhältnisse »,/v 
(Kreuze X) und »/v (punktierte Linie) aufgetragen, wo », 
und v, die aus der elektromagnetischen Analyse für die 
schnellen und langsamen Atome berechneten Geschwindig- 
keiten sind. 

Man sieht aus der Fig. 2, daß die Geschwindigkeiten 
von H. Wilsar und L. Vegard innerhalb der Fehlergrenzen 


U 


Fig. 2. 
- Paschen © 

elektromagn. 
| Doppiereik: Verfasser x { Analyse 


dem Streifen ce entsprechen. Die Werte von F. Paschen 
entsprechen einer geringeren Geschwindigkeit. Man kann an- 
nahmen, daß im Kanalstrahlbündel außer den Streifen b und ec, 
noch ein drittes Gschwindigkeitsintervall, das wir Streifen d 
nennen werden, vorhanden ist und daß bei den Versuchs- 
bedingungen von F. Paschen diese langsamen Teilchen be- 
sonders stark vertreten sind. 

Paschen, Wilsar und Vegard haben die Sauerstoff- 
kanalstrahlen in der Sauerstoffatmosphäre beobachtet. Den 
Streifen b, der den schnellen Atomen entspricht, haben sie 
nicht gehabt. 
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J. Stark, G. Wendt und H. Kirschbaum lassen Sauer- 
stoffkanalstrahlen in Heliumatmosphäre verlaufen. Dabei 
entfernt sich der bewegte Streifen von der ruhenden Linie. 
Seine Geschwindigkeit entspricht bei diesen Bedingungen 
dem Streifen b (vgl. Arbeit B, p. 564, Fig. 9). Bei einem 
bestimmten Prozentgehalt des Heliums bekommen sie eine 
Schwärzungskurve, die die Teilchen von allen drei Geschwindig- 
keitsintervallen enthält (vgl. Arbeit B, p. 564, Fig. 10, wo 
diese Schwärzungskurve neben der von H. Wilsar und der 
Energiekurve im magnetischen Spektrum aufgetragen ist). 

Stickstoff. In der Fig. 3 sind die Geschwindigkeitsverhält- 
nisse für Stickstoff nach den Versuchen von Vegard und 
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Wilsar in derselben Weise, wie in der Fig. 2 fiir Sauerstoff, 
zusammengestellt. AuBerdem sind noch die aus der elektro- 
magnetischen Analyse berechneten Geschwindigkeitsverhält- 
nisse aufgetragen. 

Hier entsprechen die Werte von Wilsar dem Streifen c, 
die von Vegard dem Streifen d. 

Man sieht aus der Figur, daß die Werte aus der elektro- 
magnetischen Analyse auf einer der Horizontalachse parallelen 
Linien liegen. Die Geschwindigkeiten wachsen der Quadrat- 
wurzel aus der Entladungsspannung proportional. Anders 
verhalten sich die Werte aus dem Dopplereffekt. Die Ge- 
schwindigkeiten steigen hier nicht so schnell, wie es der Ent- 
ladungsspannung entspricht. 

Dieser Unterschied läßt sich dadurch erklären, daß der 
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Druck im Beobachtungsraum bei der elektromagnetischen 
Analyse sehr niedrig und nahezu konstant ist, bei dem Doppler. 
effekt, wo man mit einem breiten Kanal zu arbeiten gezwungen 
ist, mit Erhöhung der Entladungsspannung kleiner wird. Be 
Erhöhung des Druckes verschiebt sich das Maximum nach 
den kleineren Geschwindigkeiten, da die langsameren Teilchen 
beim Zusammenstoß stärker zerstreut werden, als die schnelleren. 
Besonders stark ist diese Verschiebung, wenn zwei neben- 
einander liegende Streifen zusammengeflossen sind. Aber 
auch innerhalb eines Geschwindigkeitsintervalls kann geringe 
Verschiebung bei Druckänderung stattfinden. 

J. Stark und K. Künzer!) untersuchen die Stickstoff- 
kanalstrahlen in Stickstoff- und Heliumatmosphäre. Zusatz 
von Helium läßt beim Stickstoff, ähnlich wie beim Sauer- 
stoff, in der Schwärzungskurve auch die schnelleren Teilchen 
erscheinen, und zwar sind die schnelleren Teilchen umso stärker 
vertreten, je mehr Helium vorhanden ist. In ähnlicher Weise 
ändert sich beim Zusatz von Wasserstoff die Energieverteilung 
in der Parabel der Stickstoffatome (vgl. Tafel I, Figg. 1, 4 
und 5). 

Bei einem bestimmten Prozentgehalt von Helium be- 
kommen J. Stark und R. Künzer auf der Schwärzungs- 
kurve alle drei Maxima in vergleichbarer Intensität. 

Das Vorhandensein des Streifens b ermöglicht einen Wider- 
spruch zwischen den Resultaten von Wilsar und denen von 
Stark und Künzer zu erklären. Bei der geringen Dispersion 
in den Versuchen von Wilsar sind die Streifen b und c über- 
einander gelagert. Das Maximum liegt beim Streifen e; aber 
auch der Streifen b ist in den Schwärzungskurven angedeutet. 
Wilsar beobachtet für die Stickstofflinie 3995,2 A eine ge- 
ringere Geschwindigkeit als für die anderen vier Linien (5002,9; 
4643,4; 4630,9; 4530,83). Nun ist aber die Dispersion für die 
Linie 3995,2 mehr als doppelt so groß wie für die anderen. 
Infolge besserer Trennung der beiden Streifen wird das Maxi- 
mum ¢ bei größerer Dispersion scheinbar nach kleineren Ge- 
schwindigkeiten verschoben. 

“ Stark und Künzer beobachten die Linien 3995,2 und 
4530,3 mit doppelt so großer Dispersion wie Wilsar und finden 


1) J. Stark u. R. Künzer, Ann. d. Phys. 45. p. 29. 1914. 
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für diese Linien gleiche Geschwindigkeiten!) (8,45.10° und 

3,89 . 10° cm/sec). 
Man sieht daraus, daß die Resultate von Wilsar nicht 1 

genügen, um die Anwesenheit der’ zwei Arten von Trägern 

zu behaupten. Dagegen sind die Schwärzungskurven von 

Stark und Künzer für zwei Linien (4109,4 und 3995,2) von 


en. nahezu gleicher Dispersion so weitgehend verschieden, daß 
el die obige Behauptung iiber jeden Zweifel sichergestellt ist. 
ber Die Funkenlinie 8995,2 hat drei Schwärzungsmaxima, deren 
ge Geschwindigkeitsverhältnisse zwischen 1,0 und 0,4 liegen. 
Die Bogenlinie 4109,4 hat nur ein Schwaérzungsmaximum; | 
ff- ihre Geschwindigkeit entspricht dem Verhältnis 0,32. Auch 
tz beim Zusatz von Helium ist das Verhalten der beiden Linien 
er- verschieden: bei der Funkenlinie gewinnen dabei die schnelleren 
en Teilchen an Intensität, bei der Bogenlinie nicht. 
a Wasserstoff. F. Paschen?) hat zuerst in der Schwärzungs- 
kurve der Serienlinien zwei Maxima beobachtet. Die zwei , 
7 Geschwindigkeitsintervalle werden dadurch erklärt, daß die 
schnelleren Teilchen als einfach geladene Atome, die lang- 
sameren als ein Aggregat aus einem geladenen Atom und 
"i einem neutralen Molekül im Kathodenfall beschleunigt wurden. 
£ Da die so berechneten Geschwindigkeiten noch etwas zu klein 
n ausfallen, wird noch weiter. angenommen, daß die bewegten it 
E Ionen erhebliche Reibungswiderstände erfahren. 1 
n E. Gehreke und 0. Reichenheim®) nehmen an, daß 
re _ die Träger der bewegten Linie zu der Zeit, als sie beschleunigt 
r wurden, Atome und Moleküle waren. Da aber das Verhältnis 
t. der beiden Geschwindigkeiten nicht immer 1,41 ist, wie es in 
1. diesem Falle sein müßte, sondern manchmal den Wert 1,8 
; erreicht, so wird angenommen, daß die H*- und H,*-Ionen 
e an verschiedenen Stellen im Raume vor der Kathode ent- 


stehen können. 
/ 


1) J. J. Thomson führt in seinem Buch „Rays of positive elec- 
tricity ...“, p. 96, das Resultat von H. Wilsar an und deutet es in 
der Weise, daß die meisten Linien den doppelt geladenen Atomen ent- 
sprechen, dagegen die Linie 3995,2 den einfach geladenen. 

2) F. Paschen, Ann. d. Phys. 28. p. 247. 1907. 

3) E. Gehreke u. O, Reichenheim, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 
12. p. 414. 1910. 
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J. Stark und W. Steubing!) und B. Strasser?) haben anal 
drei Schwärzungsmaxima beobachtet. Um diese drei Ge gleic 
schwindigkeitsintervalle zu erklären, nimmt J. Stark?) die ents) 
H+-, H,*- und die von J. J. Thomson beobachteten H,,- bing 
Ionen vor der Kathode an. Hinter der Kathode zerfallen die 
schwereren Ionen, so daß die Träger der Serienlinien H*-Ionen 4 un 
sind. Tret 

Es ist im vorigen Kapitel mit der elektromagnetischen Daß 
Analyse gezeigt worden, daß im Kanalstrahlbündel in der Tat, beri 
wie es schon früher E. Gehreke und O. Reichenheim an- Ina: 


genommen haben, Teilchen vorhanden sind, die zu der Zeit, als 


4 5 7 8.07 
4. 

W | Dopplereffekt 

. Stark u. W. u 1x] 

H. Wilsar > | 


} Ge 
sie beschleunigt wurden, Moleküle waren und später im Beob- nt 
achtungsraum in geladene Atome dissoziieren. Die aus der sy 
elektromagnetischen Analyse berechneten Geschwindigkeiten se 
dieser Teilchen sind aber viel größer als die aus dem Doppler- 
effekt berechneten. k 

In den Figg. 4 und 5 sind die Geschwindigkeitsverhält- e 
nisse nach den Versuchen von Paschen, Stark und Steu- g 
bing, Wilsar und Vegard zusammengestellt. ¢ 
_ Die Kurven sind denen für Stickstoff und Sauerstoff $ 

1) J. Stark u. W. Steubing, Ann. d. Phys. 28. p. 974. 1909. 

2) B. Strasser, Ann. d. Phys. 81. p. 890. 1910. ( 

3) J. Stark, Verh, d. Deutsch. Phys, Ges. 15. p. 813. 1913; 

Ann. d. Phys. 49. p. 179. 1916. j 
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analog, wenn man sie bei gleichen Geschwindigkeiten v ver- 
gleicht. Die Schwärzungsmaxima von Wilsar und Vegard 
entsprechen dem Streifen d; Paschen und Stark und Steu- 
bing haben die beiden Streifen ce und d. 

Die Zunahme des Geschwindigkeitsverhältnisses PEN 
4 und 5 . 10" em/see (Fig. 4) bei Wilsar ist durch ungenügende 
Trennung der ruhenden und bewegten Intensität bedingt. 
Daß diese Fehlerquelle beim Ablesen des Abstandes nicht 
berücksichtigt ist, sieht man aus der Kurve Fig. 15. (Wilsar, 
Inaug.-Diss. Würzburg 1912, p. 37). 
Abgesehen von diesem Intervall bei Wilsar, werden die 


qT 


T 
Hy 


Fig. 5. 


Geschwindigkeitsverhältnisse mit steigender Entladungsspan- 
nung kleiner. Die Neigung der Kurven ist gering und ent- 
spricht der Verschiebung des Maximums innerhalb eines Ge- 
schwindigkeitsintervalls infolge Verringerung des Gasdruckes. 

Eine viel größere Neigung zeigen die Geschwindigkeits- 
kurven, wenn die Schwärzungskurve zwei ungetrennte Maxima 
enthält und die kleineren Geschwindigkeiten erst bei höheren 
Spannungen zum Vorschein kommen. In der Fig. 6 sind die 
Geschwindigkeitsverhältnisse für die Enden der Schwärzungs- 
streifen (maximale Geschwindigkeiten) c und d nach F. Pa- 
schen zusammengestellt. Die Kurven zeigen nur geringe 
Neigung. Auf der gestrichelten Linie liegen die maximalen 
Geschwindigkeiten nach den Versuchen von J. Stark. Man 
sieht, daß die Geschwindigkeiten von Stark bei kleineren 
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Spannungen dem Streifen c, bei größeren dem Streifen d von 4m 
Paschen entsprechen. - mit 

In derselben Weise läßt sich auch die Abnahme der Ge- geste 
schwindigkeitsverhältnisse in den Versuchen von Wilsar er- 
klären. 

Je nachdem der Streifen d bei den vorliegenden Versuchs- 
bedingungen mehr oder weniger ausgeprägt ist, finden ver- 
schiedene Beobachter, daß die maximale Geschwindigkeit 
der Schwärzungskurve bei niedrigeren oder höheren Span- 
nungen zu wachsen aufhört. 

B. Strasser!) untersucht die Abhängigkeit der Schwär- 
zungsverteilung in dem Dopplerstreifen des Wasserstoffs beim 

Erg 
stre 
sto! 
tige 
Fu 
sin: 
ma 
Lir 
Zusatz von Stiekstoff. Er findet, daß die kleineren Geschwindig- oe 
keiten durch den Zusatz begünstigt werden. oh 

In der Fig. 6, Tafel I, sind die Parabeln fiir Wasser- Ge 

stoff, Stickstoffgemisch wiedergegeben. Man sieht, daB die int 


Energieverteilung in den Streifen a, b und c des Wasserstoffs 
durch den Zusatz von Stickstoff nieht geändert wird. Es liegt 
aber darin kein Widerspruch vor, da B. Strasser anscheinend 
den Streifen d beobachtet hat. 

Es ist bemerkenswert, daß die Geschwindigkeiten des 
Schwärzungsmaximums des Streifens e von F. Paschen den 
Molekülen entsprechen, welche den ganzen Kathodenfall in 
geladenem Zustand durchlaufen haben. 

In der Tab. III sind die Geschwindigkeiten v, für diesen 
Streifen neben den Geschwindigkeiten vier. aus der Gleichung 


1) B. Strasser, J. c. 


si 
—— 
| d. 


Uber die Geschwindigkeiten der Kanalstrahlteilchen. 888 


4m Over. = eV für den Fall, daß die Teilchen als Moleküle 
mit einer Elementarladung beschleunigt wurden, zusammen- 
gestellt. 


Tabelle III. 


Uber. 
in cm/sec 


202. 
220 
280 
310 
1210 343 
1500 382 


. Über die Träger der Wasserstofflinien läßt sich aus diesem 
Ergebnis nichts schließen, da im Kanalstrahlbündel der Atom- 
streifen ce dieselbe Geschwindigkeit hat wie der Molekülstreifen a. 
Beim Vergleich der Resultate für Stickstoff und Sauer- 
stoff einerseits und Wasserstoff anderseits ist zu berücksich- 
tigen, daß die Schwärzungskurven für die ersteren an den 
Funkenlinien, für den letzteren an den Serienlinien gewonnen 
sind. 

Quecksilber. In der Tab. IV sind die den. Schwärzungs- 
maximis entsprechenden Geschwindigkeiten Ober. für drei Hg- 
Linien, aus den Kurven von J. Stark und R. Kinzer’) 
berechnet, zusammengestellt. Man sieht aus dem Vergleich 
mit der Tab. II, daß die Schwärzungsmaxima der Hg-Linien 
und die Energiemaxima der Quecksilberparabeln denselben 
Geschwindigkeiten entsprechen. Bei den Quecksilberparabeln 
ist der Streifen c nicht vorhanden. 


Tabelle IV. 


Geschwinidgkeit 
in cm/sec 


v Uber. 


4078 11,2.10°/| 10. 10° 
4347 11,2. 9,5. 10° 
4339 11,2. 10°} 10.10 


1) J. Stark, G. Wendt, H. Kirschbaum u. R. Kinzer, Ann. 
d. Phys. 42. p. 241. 1913. Figg. 19, 20 u. 21. 


| 
| | 
Me vber./¥ 
in Wort | | in | 
10° 205 . 10° 0,99 
N 226 „ 0,98 
PR 288 ,, 0,98 
” 310 ” 1,00 
” | 335 a 1,02 
” 365 „ 1,05 | 
= vber./v 
0,89 
0,86 | 
0,89 
| 
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Zusammenfassung der Resultate. 


1. Es ist die Energieverteilung in elektromagnetischem 
Spektrum der Kanalstrahlen in ihrer Abhängigkeit vom Gas. 
druck im Beobachtungsraum, der Gasfüllung und der Ent- 
ladungsspannung untersucht worden. 

2. Bei Stickstoff, Sauerstoff und Wasserstoff sind drei 
Ionenarten im Kanalstrahlbündel beobachtet. Die Geschwindig- 
keiten der schnelleren Teilchen sind um etwa 15 Proz. kleiner, 
als der Entladungsspannung entspricht. 

3. Es sind die Geschwindigkeiten der Schwärzungsmaxima 
mit denen der Energiemaxima auf den elektromagnetischen 
Parabeln zusammengestellt. Außer den zwei Geschwindigkeits- 
intervallen, die auf den Atomparabeln vorhanden sind, findet 
man in den Schwärzungskurven noch ein drittes Maximum, 
das viel kleineren Geschwindigkeiten entspricht. 

Zusammenfassend kann man folgern, daß es im allgemeinen 
die Teilchen von denselben Geschwindigkeiten sind, die durch 
das magnetische und elektrische Feld abgelenkt werden und 
die bewegte Linie im Dopplereffekt emittieren. Es ist aber 
wahrscheinlich, daß die Teilchen von geringeren Geschwindig- 
keiten sich relativ mehr am Leuchtvorgang beteiligen, wie es 
auch bei der Zerstreuung und Umladung der Fall ist. 


Hrn. Geheimrat W. Wien und Hrn. Professor J. Stark 
bin ich für ihr freundliches Interesse an der Untersuchung 
zu Dank verpflichtet. 

Die Arbeit ist im Physikalischen Institut des Polytechni- 
kums in Zürich gemacht worden. Hrn. Privatdozent Dr. 
A. Piccard bin ich für die Überlassung der reichen Mittel 
des Instituts zu Dank verpflichtet. 


(Eingegangen 21. April 1916.) 
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2. Die physikalische 
Struktur des Phasenraumes; 
von Max Planck, 


(Bearbeitet nach zwei Mitteilungen in der Deutschen Physikalischen 

Gesellschaft, Sitzung vom 5. November und vom 3. Dezember 1915, 

Verhandlungen p. 407 und p. 438, 1915, und einer Mitteilung in der Kgl. 

PreuBischen Akademie der Wissenschaften, Sitzung vom 16. Dezember 
1915. Berichte p. 909.) 


$1. 

Seitdem auf der Tagung des ersten Solvaykongresses in 
Brüssel H. Poincaré der damals noch sehr jugendlichen 
Quantenhypothese die verfängliche Frage entgegenhielt?), nach 
welchem Verfahren man denn bei einem System mit mehreren 
Freiheitsgraden die Teilung nach Quanten vornehmen müsse, 
hat diese Frage eins der schwierigsten Hindernisse für die 
weitere Entwicklung der Theorie gebildet. Heute glaube ich 
eine Antwort von einigermaßen allgemeiner Bedeutung darauf 
geben zu können, und möchte dieselbe, in teilweiser Neu- 
bearbeitung meiner oben genannten Veröffentlichungen, nebst 
einigen neuen Anwendungen hier zusammenfassend -darlegen. 

Inzwischen hat Hr. A. Sommerfeld ?), ausgehend von dem 
Problem der Spektrallinien, ganz den nämlichen Weg be schritten, 
und auf ihm bereits so außerordentlich bemerkenswerie Resultate 
erzielt, daß man wohl schon jetzt von einer direkten Bestätigung 


1) La Théorie du Rayonnement et les Quanta. Paris, Gauthier- 
Villars, 1912, p. 120. 

2) A. Sommerfeld, Sitzungsber, d. kgl. bayr. Akad. d. Wiss. vom 
4. Dezember 1915 und vom 8. Januar 1916. Der Hauptunterschied der 
Sommerfeldschen Betrachtungsweise von der meinigen liegt wohl darin, 
daß Hr. Sommerfeld von zeitlich periodischen oder quasiperiodischen 
Bahnen ausgeht, während bei mir der Phasenraum als solcher, unabhängig 
von der Zeit, betrachtet wird. Die Unterscheidung zwischen kohärenten 
und inkohärenten Freiheitsgraden ($ 7) findet sich bei Hrn, Sommerfeld 
nicht, wohl weil dort nur inkohärente Freiheitsgrade behandelt werden. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 50. 26 
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dieser Theorie sprechen kann. Einzelheiten werden weiter 
unten (§ 11) noch Erwähnung finden.!) 

Da der Zustand oder die „Phase“ eines mit einer beliebigen 
Anzahl f von Freiheitsgraden ausgestatteten mechanischen 
oder elektrodynamischen Systems durch einen bestimmten 
Punkt in dem von den Koordinaten und den Impulsen gebildeten 
2f-dimensionalen Zustandsraum oder Phasenraum eindeutig be- 
stimmt wird, so kommt das Problem allgemein darauf hinaus, 
in dem Phasenraum ganz bestimmte Punkte bzw. bestimmte 
Gebiete namhaft zu machen, welche sich im Sinne der Quanten- 
hypothese durch besondere Eigensehaften vor den unmittelbar 
benachbarten auszeichnen. Von welcher Art diese Eigenschaften 
sind und woher sie‘ stammen, können und wollen wir hier vor- 
läufig ganz dahingestellt sein lassen. Wir halten uns dann 
unabhängig von allen weiteren Hypothesen, z. B. von der 
Entscheidung darüber, ob die Phasenpunkte den Phasenraum 
stetig erfüllen können oder nicht, ferner ob nur die Emission 
oder ob auch die Absorption strahlender Energie den Quanten- 
gesetzen unterworfen ist usw. 

In jedem Falle müssen wir dem Phasenraum eine gewisse 
physikalische Struktur beilegen, welche der klassischen Dynamik 
durchaus fremd ist, ohne ihr notwendig zu widersprechen, und 
wir werden dies dadurch zum Ausdruck bringen, daß wir den 
Phasenraum durch mehrere Scharen von bestimmten Hyper- 
flächen (2f —1). Grades: 


in einzelne Zellen, die „Elementargebiete der Wahrscheinlich- 
keit“, zerlegen. Hierbei bedeuten g, g’, g”,... gewisse Funk- 
tionen der Koordinaten und Impulse, und qj, go, . ... bestimmte 
Konstante, nämlich: 

(1a) Mh, nh, 

(h ist das elementare Wirkungsquantum). 


1) Vgl.auch die erst nach Abschluß dieser Arbeit erschienene wichtige 
Abhandlung von K. Schwarzschild: Zur Quantenhypothese, Sitzungsber. 
d. kgl. preuß. Akad. d. Wiss. p. 548. 1916, sowie einen Aufsatz von 
Th. Wereide, Ann. d, Phys. 49. p. 966. 1916. 
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Unsere Aufgabe ist vollständig erledigt, wenn die Aus- 
drücke für die Funktionen 9,g’,g”,... gefunden sind; ihre 
Anzahl und ihre Beschaffenheit hängt von der Natur des be- 
trachteten physikalischen Systems ab. 

Es versteht sich von selbst, daß die Lösung dieser Aufgabe 
nicht auf Grund der klassischen Dynamik allein erfolgen kann, 
sondern nur mit Benutzung gewisser Zusatzannahmen, welche 
eben den Inhalt der Quantenhypothese ausmachen. Es bestätigt 
sich auch hier wieder, daß die Quantenhypothese nicht auf 
Fnergieelemente, sondern auf Wirkungselemente zu gründen ist, 
entsprechend dem Umstand, daß das Volumen des Phasen- 
raumes die Dimension von hf besitzt. 


§ 2. 

Wenn wir nun nach dem Bau der Funktionen g fragen, 
welche die Grenzflächen der Elementargebiete des Phasenraumes 
bestimmen, so ergibt sich zunächst eine allgemeine Eigenschaft 
derselben aus einer Forderung der klassischen Dynamik. Da 
nämlich durch die Werte der Koordinaten 9,, 9, ... und Im- 
pulse y,, %g, . . .!) der ganze zeitliche Verlauf der sich im dem 
System abspielenden Veränderungen eindeutig bestimmt ist, 
so geht durch jeden Phasenpunkt eine ganz bestimmte Kurve 
im Phasenraum, die ,,Phasenbahn“, welche von dem Phasen- 
punkt gemäß den Gesetzen der klassischen Dynamik durch- 
laufen wird. Ob diese Kurve periodisch ist oder nicht, kommt 
für das Folgende nicht in Betracht. Eine solche Phasenbahn 
darf nun unter keinen Umständen eine der durch (1) ausgezeich- 
neten Grenzflächen g,g’,... schneiden; sie verläuft vielmehr 
ihrer ganzen Ausdehnung nach innerhalb eines einzigen Ele- 
mentargebietes, oder auch längs der Grenze zweier Elementar- 
gebiete. Denn da die Wahrscheinlichkeit zweier Zustände, die 
mit Notwendigkeit auseinander hervorgehen, stets die nämliche 
ist, so kann der Phasenpunkt im Laufe der ihm durch die 
Dynamik eindeutig vorgeschriebenen Bewegung niemals aus 
einem Elementargebiet der Wahrscheinlichkeit in ein anderes 
übergehen. 


\ 

1) Diese Bezeichnung, die statt der Gibbsschen g und p hier des- 
halb gewählt ist, weil die Buchstaben q und p in anderer Bedeutung 
gebraucht sind, wird hoffentlich nicht als allzu unbequem empfunden 
werden. 
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388 M. Planck. 
Nun lauten die Differentialgleichungen der Phasenbahn, 
die natürlich die Zeit nicht enthalten, nach den Hamilton. 
schen kanonischen Bewegungsgleichungen: 


dg,:dg,:...:dy,:dy,:... 


wenn u die Energie des Systems bedeutet; sie liefern 2f —1 
Integrale von der Form: 


(3) u=const, v=const, w= const, 


wo Uv, w,... ebenso wie u gewisse Funktionen der Koordinaten 
und Impulse vorstellen. Sind sie berechnet, so kann man 
auch umgekehrt die 2f Koordinaten g und y eines jeden Phasen- 
punktes ausdrücken durch die 2/—1 Größen u, v, w,... und 
einen einzigen Parameter, z. B. die Zeit, oder die durchlaufene 
Bogenlänge. Die Werte der u,v, ... bestimmen die besondere 
Phasenbahn, zu der der Phasenpunkt gehört, und der Wert 
des Parameters die Lage des Punktes auf seiner Bahn. 

Dann besagt unser Satz, daß alle Phasenbahnen, welche 
von Punkten einer der Grenzflächen g ausgehen, ihrer ganzen 
Ausdehnung nach auf der betreffenden Fläche liegen, oder daß 
die Funktionen g, g’,... nur von den Größen u, v,..., nicht 
aber von dem Zeit- oder Bogenparameter abhängen. Weitere 
Vereinfachungen lassen sich oft unmittelbar aus den Sym- 
metrien ableiten, welche das betrachtete spezielle System dar- 
bietet. 


88. 

Im übrigen ergibt sich die Art und die Anzahl der Funk- 
tionen 9, g’,... am direktesten aus der Berücksichtigung der 
singulären Flächen, welehe den Phasenraum durchziehen, ent- 
sprechend den singulären Phasenbahnen, welche das betrachtete 
dynamische System aufweist. Denn es ist von vornherein klar, 
daß jede Singularität des Phasenraumes auch eine besondere 
Bedeutung besitzen muß für die Art seiner physikalischen 
Struktur. Insbesondere wird eine singuläre Fläche des Phasen- 
raumes niemals quer durch ein Elementargebiet der Wahr- 
scheinlichkeit hindurchgehen, sondern sie wird immer die Grenze 
zweier verschiedener Elementargebiete bilden. Daher gehören 
alle singulären Flächen des Phasenraumes mit zu dem System (1) 
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der ausgezeichneten Grenzflichen, und wir wollen nun diese 
singulären Flächen, sofern sie im Endlichen liegen, mit 

bezeichnen. 

Dadurch sind natürlich die Funktionen g, g’, 9’, ... selber 
noch nicht bestimmt; aber es ist doch schon ein Anhalt zu 
ihrer Bestimmung gewonnen. Vervollständigt wird dieselbe 
erst durch ihre Beziehungen zur Größe des Phasenraumes. 


§ 4. Ein einziger Freiheitsgrad. 


In diesem Fall hat der Phasenraum nur zwei Dimensionen, 
und die Differentialgleichungen (2) der Phasenbahnen reduzieren 
sich auf eine einzige Gleichung: 

u du 

(5) =. 

welche das Integral u = const. besitzt; die Gleichung der Er- 
haltung der Energie ist also zugleich die Gleichung der Phasen- 
bahn, und die Grenzfunktion g in (1) hängt nur von der Energie u, 
als der einzigen Integrationskonstanten, ab. Eine zweite Funk- 
tion g’ kann nicht existieren, weil dieselbe ebenfalls nur von 
u abhängen könnte, während doch g und g’ voneinander unab- 
hängig sein müßten. i 

Nun definieren wir die Funktion g vollständig durch die i 
Gleichung: 


u+du 


(6) dg={fag-dy, 


zu integrieren über alle Phasenpunkte 9,9, deren Energie 
zwischen u und u+ du liegt, jedoch mit der Einschränkung, 
daß, wenn einem Intervall von % mehrere vollständig von- 
einander getrennte Gebiete im Phasenraum entsprechen, die 
Integration nur über ein einziges dieser Gebiete zu erstrecken ist. 

Damit ist im Hinblick auf (la) die Quantenteilung des 
Phasenraumes vollzogen. 


§ 5. 
Einige einfache Beispiele werden am besten die Bedeutung 
dieser Sätze erläutern. 
Das dynamische System sei ein um eine feste Achse dreh- 
barer starrer Körper. Dann ist, wenn 9 den Winkel der Lage, 
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w die Winkelgeschwindigkeit, J das Trägheitsmoment bedeutet, mit 
die Energie: 
i= iJ 
i 
und die Impulskoordinate: um 
| y= se = Jo = Y2Ju. | 
we 
Der Phasenraum (9, y) ist zweidimensional, die Phasenbahnen vol 
sind die Geraden y = const. Eine singuläre Gerade ist p = 0; En 
das ist also nach (4) zugleich die Grenzfläche g = 0. Dieselbe Fi: 
scheidet den ganzen Phasenraum in zwei Hälften, welche die 
nämlichen Werte von u besitzen. Wir beschränken die Be- 
trachtung gemäß $ 4 auf die Seite der positiven y. Nach (6) ist: 
utdu un 
(7) ag= 
Integriert man über @ von 0 bis 22, über u von u bis u+du, 
so ergibt sich: D 
dg=n -du, (1 
also: u 
da g=0 fir u= 0. 
| Endlich nach (la): 
I, = 2nY2Iu,= nh, 
folglich 4): 
(9) n? h? nh ‘ 
8 
1 
Ein anderer Fall eines Systems mit einem einzigen Freiheits- ( 


grad ist ein einfach periodischer geradliniger Oszillator. Sei m 
die Masse, w die Frequenz, die Elongation, so ist die Energie; 


u= = + 02%) 
und der Impuls: 


ö 


1) P. Ehrenfest, Verh. d. Deutschen Physik. Ges. 15. p. 451. 1913. 
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m 1 
+ 
und die Gleichung der Phasenbahnen: 
m? 0? 92 + y? = const. , 


welche eine Schar ähnlicher und ähnlich, liegender Ellipsen 
vorstellt. Diese Schar besitzt nur einen singulären Punkt im 
Endlichen: =0, y=0. Das ist nach (4) die singuläre 
Fläche g= 0. Ferner ist nach (6): 


ur du 


und, wenn man über alle $ und % integriert, die zwischen u 
und u + du liegen: 
dg= "du. 


Dies ergibt, da g = 0 fiir u= 0: 


(10) 
und nach (la): 

2a nha 
(10a) „= -u,=nh, 


§ 7. Mehrere Freiheitsgrade. 


Die Methode, welche wir hier benutzen werden, um auch 
bei einem System mit mehreren Freiheitsgraden zu einer be- 
stimmten Einteilung des Phasenraumes zu gelangen, geht ganz 
allgemein davon aus, daß wir die Bewegungsfreiheit des Systems 
in passender Weise herabsetzen. Wir greifen nämlich aus der 
mehrfach unendlichen Schar aller möglichen Phasenbahnen 
eine gewisse Schaar von kleinerer Mannigfaltigkeit heraus und 
zwingen nun das System, sich auf diese zu beschränken. Durch 
welche mechanische Mittel ein solcher Zwang realisiert werden 
kann, ist hier ebenso nebensächlich wie in der klassischen 
Mechanik bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen. Worauf 
es allein ankommt, ist die Gültigkeit der Gleichungen (2), welche 
in jedem Falle gewährleistet sein muß, weil auf ihnen die Be- 
deutung des Phasenraumes für die Messung der Wahrscheinlich- 
keit beruht. Dabei ist von besonderer Wichtigkeit die richtige 
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Bestimmung der Impulskoordinaten y, welche zu den gewählten 
Koordinaten g gehören. 

Auf diese Weise gelingt es schließlich, eventuell durch 
schrittweise Fortsetzung des Verfahrens, das System auf einen 
einzigen Freiheitsgrad zu reduzieren und somit der oben in 
$ 4 geschilderten Behandlung zugänglich zu machen. 

Diese Methode, auf die verschiedenen Freiheitsgrade des 
Systems der Reihe nach angewendet, liefert inı allgemeinen 
für jeden Freiheitsgrad ein besonderes System von Grenz- 
flächen g. Die vollständigen Ausdrücke der Funktionen g, g',... 
ergeben sich dann aus dem allgemeinen Satz, daß das Element 
des ganzen Phasenraumes dG stets in eine Reihe von Faktoren 
zerfällt, die einzeln nur von g,g’,g”,... abhängen. Wenn 
nun die Anzahl der Funktionen g mit der Anzahl der Freiheits- 
grade f übereinstimmt, so besitzt das allgemeine Phasenelement 
die Form: 

(11) dG=dg.dg.dg”... 


Dann bezeichnen die Größen (la), wie immer, die gesuchten 
Grenzflächen (1) der Elementargebiete der Wahrscheinlichkeit. 

Es kommt aber auch vor, daß zwei oder mehrere Freiheits- 
grade ein gemeinsames g besitzen. Solche Freiheitsgrade wollen 
wir „kohärent‘“ nennen. Da dG von der Dimension hf ist, so 
folgt, daß i kohärente Freiheitsgrade zu dem Wert von dG 
einen Beitrag mit dem Glied dg liefern. 

Wir betrachten nun zunächst Systeme mit zwei kohärenten 
oder inkohärenten Freiheitsgraden. 


§ 8. Zwei kohärente Freiheitsgrade. 


Das System bestehe aus zwei starr miteinander verbundenen, 
um ihren ruhenden Schwerpunkt beweglichen Massenpunkten 
(zweiatomige Molekel). Wenn wir als Koordinaten, wie üblich, 
die beiden Winkel 9 (Polabstand, zwischen 0 und x) und 9 
(Azimuth, zwischen 0 und 2) wählen, welche die positive 
Richtung der Symmetrieachse der Molekel im Raum bestimmen, 
so ist die Energie: 


u= (#2 + sin? p”) 


und die beiden Impulskoordinaten sind: 
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mithin: 
2 
(12) (0+ as) 


Nach (2) ist die Bewegung eine Drehung der Molekel mit kon- 
stanter Winkelgeschwindigkeit in einer bestimmten Ebene. Da 
die Richtung dieser Ebene auf die Größe der Wahrscheinlich- 
keit des Zustandes keinen Einfluß haben kann, so bleibt hier- 
für als einziges Merkmal übrig die Drehungsgeschwindigkeit w 
oder die Energie u. Es existiert also nur eine einzige Schar 
von Grenzflächen g = const. des Phasenraumes, und die beiden 
Freiheitsgrade sind kohärent. Die einzige Singularität ist der 
Punkt u = 0, für welchen nach (4) auch g = 0. 

Nun beschränken wir nach $ 7 die Bewegungsfreiheit der 
Molekel in der Weise, daB wir die Molekel von vornherein zwingen, 
in einer Ebene zu bleiben. Dann ist die Aufgabe auf die in 
§ 5 behandelte reduziert, und es ergibt sich die Funktion g 
wieder aus der Gleichung (8). 

Kehren wir nun wieder zurück zu der freibeweglichen 
Molekel, so erhalten wir fiir ein Element des Phasenraumes: 


gtdg 
[[ffas apanav, 
g 


zu integrieren über alle Phasenpunkte, die zwischen g und 
g+ dq liegen. 

Dies ergibt mit Riicksicht auf (8) und (12): 
(12a) dG=8n?Jdu=dg, 
und daraus folgt als Grenze des gesamten Phasenraumes }) 
zwischen g = 0 und g=nh: 
(13) G = 82? J uy = (nh)? . 


§ 9. Zwei inkohärente Freiheitsgrade. 


Ein Massenpunkt m bewege sich in einer bestimmten 
Ebene unter dem Einfluß eines ruhenden anziehenden Kraft- 
zentrums. Die potentielle Energie sei zunächst quasi-elastisch, 


1) Die Ableitung dieser Beziehung weicht nicht nur in der Form, 
sondern auch in der Sache von der Art der Einführung der entsprechenden 
Gleichungen (4) und (30) meiner früheren Abhandlungen ab. Die hier 
gegebene halte ich für weniger willkürlich und daher für zutreffender. 
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also 


m 
Tr? 


wobei ® konstant. 


Nehmen wir als Koordinaten die Entfernung r (> 0) vom 
Kraftzentrum und den Winkel x (zwischen 0 und 2x), den 
der Radiusvektor r mit einer festen Richtung bildet, so ist 
die Energie: 


und die entsprechenden Impulskoordinaten: 


(15) und C= =mrz, 
also: 
1 
(16) (07+ 5) + 


Die drei Differentialgleichungen der Phasenbahnen (2): 
besitzen die Integrale: 

(17a) u = const., v = € = const. 


Die Werte von u und v ergeben die Form der Bahn des Massen- 
punktes: eine Ellipse mit bestimmten Achsenlängen und dem 
Kraftzentrum als Mittelpunkt, welche in der Zeit 22/@ durch- 
laufen wird. Die dritte Integrationskonstante bestimmt die 
Richtungen der Achsen. Da diese aber keinerlei Einfluß auf 
die Wahrscheinlichkeit des Zustandes haben können, so hängen 
die Grenzfunktionen g und g’ nur von u und v ab. 


Als Singularitäten des Phasenraumes kommen in Betracht 
die Grenzfälle der Ellipse, nämlich die gerade Linie und der 
Kreis ; sie entsprechen den Bedingungen rin. (kleine Halbachse)=0 
und Trin. = max, (beide Halbachsen einander gleich). Zwischen 
diesen beiden Extremen spielen sich alle Bewegungen des 
Massenpunktes ab. 


Für die geradlinige Bewegung (rin. = 0) lautet die Grenz- 
bedingung v=0. Wir betrachten gemäß § 4 im folgenden 
nur diejenige Hälfte des Phasenraumes, für welche »>0. Bei 
der kreisférmigen Bewegung (fmin.= Tmax.) ist für ein Element 
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der Phasenbahn sowohl dr=0 als auch dg =0, also nach 
(17) zugleich: 


e=0 und morr=(0. 


m Dies ergibt mit Rücksicht aut (16) und (17a): 
u=vo, 


während im allgemeinen u > vo. 
Daher sind im Phasenraum die singulären Flächen: 


(18) u-vo=u=0(0 und v=0 


zugleich Grenzflächen von Elementargebieten der Wahrschein- 
lichkeit. Wir identifizieren sie nach (4) mit den Flächen: 


g=0 und g =0 


und nehmen ferner als das Einfachste an, da8 g nur von u’ (> 0) 
und g’ nur von v(>0) abhängt. Die Berechtigung zu dieser 
Annahme wird sich erst später darin zeigen, daß das Element 
des Phasenraumes dG allgemein die Form dg.dg’ besitzt. 
Um nun zunächst g zu finden, setzen wir nach dem in $7 
geschilderten Verfahren g’=0, also v={=0 (geradlinige 
Bewegungen) und führen diese Gleichung als feste Bedingung 
in die Bewegungsgleichungen des Massenpunktes ein. Dann 
reduziert sich seine Bewegungsfreiheit auf einen einzigen Grad, 
mit der Koordinate r und dem Impuls o; die Energie wird: 


und die Differentialgleichungen (2) lauten: 


Folglich ist nach (6): 


u+du 


ton te 


und nach (19): 


dg=du. [™-dr. 


Da die Integration über alle Phasenpunkte zu erstrecken ist, 
welche einem bestimmten Wert von wu entsprechen, so sind 
auch die negativen @ mitzurechnen, und daher: 


{ t 
| 
s 


396 M. Planck. 


fern 
14 (20) dg=2du «dr. (25) 
| "min, Kel 
4 Hier ist das Integral nach der ersten Gleichung (15) nichts Fre 
| anderes als die Zeit, welche der Massenpunkt gebraucht, um rau 
| aus der kleinsten Entfernung rain; in die größte Entfernung Tmax. 
& vom Kraftzentrum zu gelangen. Das ist der vierte Teil der (25 
4 Zeit eines ganzen Umlaufs, also: 
zu 
und 
n 
(21) elt 
da fir =0g=0. Mithin nach (la): 
(22) I, = = u,=nh. 
Diese fiir die geradlinigen Schwingungen eines Massenpunktes 
gültige Beziehung steht in einem gewissen Gegensatz zu der W 
entsprechenden Formel (10a) für einen geradlinigen Oszillator, 
wegen des hier fehlenden Faktors 2. Das bedeutet aber keinen 
sachlichen Widerspruch, sondern ist im Grunde dadurch be- 
dingt, daß hier die Koordinate r stets positiv ist und daher ı 


die doppelte Schwingungszahl besitzt wie dort die Koordinate 9. 
Jetzt haben wir noch g’ durch v auszudrücken. Zu diesem 
| Zweck setzen wir nun g und u’ = 0, also u = vw (kreisförmige 
Bewegungen) und führen dies als feste Bedingung in die Be- 

wegungen des Massenpunktes ein. Dann bleibt als einzige 

freie Koordinate 9, die Energie wird: 

(23) u=oL, 

und die Differentialgleichungen (2) lauten: 


ö 
dı:di= 


Daher ist nach (6): 


zu integrieren über y von 0 bis 22, also: 
dg =2ndf=2xdv, 
und, da fir v=0 g’ =0: 


(24) g 


‘ 
:0 
2 @: . 


Die physikalische Struktur des Phasenraumes. 897 


ferner nach (la): 
(25) w=2rnw=nh. 


Kehren wir nun wieder zurück zum Massenpunkt mit zwei 
Freiheitsgraden, so erhalten wir für ein Element des Phasen- 


raumes: 
g+dg,g’+dg’ 


(252) 

9,9 
zu integrieren über alle Phasenpunkte, welche in dem durch 
die Grenzen bezeichneten Gebiete liegen, oder, wenn wir nun 
neben r und x statt o und £ als Integrationsvariable g und g’ 
einführen, durch die Gleichungen: 


q -2 (+ + For) — und g=226¢, 


cam ff 


wobei: 
og 
an | 
D | 0g’ og mo 
| | 
Also: 


dG=dg 


Führt man hier wieder |o| für @ ein, wodurch der Faktor 2 
im Nenner fortfällt, und integriert über x von 0 bis 2a, über r 
VON Yin. DIS Tmax.» SO sich: 

(26) =dg-dg, 

und durch diese ee. ist die Berechtigung der auf Grund 
von (18) gemachten Annahme über den Bau von g und g’ er- 
wiesen. Wenn man die Werte von g und g’ als Koordinaten 
in einer Ebene aufträgt, so stellen die Geraden g= 9, und 
g’ = g, die Grenzlinien der Elementargebiete der Wahrschein- 
lichkeit vor, und ihre Schnittpunkte bestimmen gewisse aus- 
gezeichnete Ellipsen.?) 


1) Näheres hierüber vgl. in den Verhandl. d. D. Phys. Ges. 17. 
p. 448 ff. 1915. 
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§ 10. 

Wir wollen nun auch den Fall betrachten, daB die An- 
ziehungskraft dem Coulombschen Gesetz folgt, indem das Kraft- 
zentrum mit der elektrischen Ladung +e, der bewegliche 
Massenpunkt m mit der Ladung — e behaftet ist. Da die Be- 
handlungsmethode hier genau die nämliche ist wie im vorigen 
Paragraphen, so darf die Darstellung etwas abgekürzt werden. 
Für die nämlichen Koordinaten r, xy und Impulse 0,£ sei die 
gesamte Energie des Systems: 


1 

(27) 

und die Differentialgleichungen der Phasenbahnen: 
(288) dr:dy:do:di=: 5):0. 


7 
Die Bahn des Massenpunktes ist eine Ellipse, mit dem Kraft- 
| zentrum als einem Brennpunkt, nach der Gleichung: 


(28b) 
wo 
(28c) 


Die Grenzfunktionen g und g’ hängen wieder nur von den Inte- 
grationskonstanten u und v={ ab. Als Singularitäten des 
Phasenraumes kommen ebenso wieder in Betracht die gerad- 
linige und die kreisförmige Bewegung (rain. = 0 und Tin. = Tmax.) 
Für erstere ist v = 0, für letztere, da gleichzeitig: 


Daher sind im Phasenraum die singulären Flächen: 
(29) und v=0 


zugleich Grenzflächen der Elementargebiete. Wir identifizieren 
sie nach (4) mit den Flächen g=0 und g’= 0, und nehmen 
ferner an, daß g nur von wu’, g’ nur von v abhängt. w’ ist stets 
positiv; v nehmen wir ebenfalls positiv. 
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Um zunächst g zu finden, setzen wir nach dem in § 7 
geschilderten Verfahren g’ = 0, also v = 0 (geradlinige Bewe- 
gungen) und führen diese Gleichung als feste Bedingung in 
die Bewegungsgleichungen des Massenpunktes ein. Dann redu- 
ziert sich seine Bewegungsfreiheit auf einen einzigen Grad, mit 
der Koordinate r und dem Impuls 9; die Energie wird: 

2m r 
oder nach der Definition von u’: 
m e* 


und die Differentialgleichungen (2) lauten: 
2 
Folglich ist nach (6): 


dg „far do= du-f ($2) -ar, 


und nach (30), wie auch nach der vorhergehenden Gleichung: 


(30) u=— 


dg= 


7 
u 


oder: 


(31) dg 


2medu (mdr 

le| 
Das Integral ist gleich der Zeit, welche der Massenpunkt ge- 
braucht, um aus der kleinsten Entfernung in die größte Ent- 
fernung vom Kraftzentrum zu gelangen. Dies ist hier, wo das 
Kraftzentrum im Brennpunkt der Ellipse liegt, nicht der vierte 
Teil, sondern die Hälfte der Zeit eines ganzen Umlaufes, also: 


1 1 2nuw® 
Bla) me? 


folglich: 
dg = 2n du’ 
und 


also nach (la): 
(33) In = 20 U,' =nh. 
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Um endlich g’ durch v=€ auszudrücken, setzen wir nun 
g=w' = 0, also: 


me ode 
(kreisförmige Bewegungen), und führen dies als feste Bedingung 
in die Bewegung des Massenpunktes ein. Dann bleibt als einzige wi 
freie Koordinate x, und die Differentialgleichungen (2) lauten: (8 
ne 
acl 
Daher ist nach (6): . (Be 
at 
zu integrieren über x von 0 bis 2z, also: (at 
dg’ = = 2ndv 
(34) g = nv 
und nach (la): . 
(35) =nh. 
Kehren wir nun wieder zurück zum Massenpunkt mit zwei : 
Freiheitsgraden, so erhalten wir fiir ein Element des Phasen- lin 
raumes: 
g+d9, 801 
dG= drdydodt ain 
oder, mit Einführung von g und g’ statt @ und £ neben r und y (3 
als Integrationsvariablen, durch die Gleichungen (82) und (34): 
, drd 
dG=dgdg- 
wobei: ur 
wi 
(8 
folglich: 
, drdy - mu 
di 


Integriert man über y von 0 bis 2x und beachtet, daß wu bei 
konstantem g und g’ konstant bleibt, so kommt, bei Beschrän- 


kung auf positive op: 
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ne: m le| 
oder, da das Integral wieder durch (31a) gegeben ist: 
dG=dgdqg' , 
wie es nach (11) sein muß. Den Werten g, in (88) und g,, in 
(35) entspricht eine zweifach unendliche Schar von ausgezeich- 
neten Bahnellipsen des Massenpunktes, mit den großen Halb- 
achsen : 
p (n + n’)? h? 
(36a) ive Anme _ 
und den Exzentrizitäten: 
(36 b) l 
Es sind genau die nämlichen Ellipsen, zu welchen auch Hr. 
Sommerfeld!) gelangt ist. 


Von besonderem Interesse für die Theorie der Spektral- 
linien wird der vorliegende Fall, wenn man ihn, nach dem 
Vorgang von Hrn. Sommerfeld, nicht nach der klassischen, 
sondern nach der relativistischen Mechanik behandelt. Dann 
ändern sich die Gleichungen nur insofern, als die zu r und x 
gehörigen Impulskoordinaten jetzt lauten: 


(37) te 
wobei m die konstante Ruhmasse, ¢ die Lichtgeschwindigkeit 
und 
q =; + 
während die Energie statt (27) den Wert annimmt: 


o? + mc?, 


Die Differentialgleichungen der Phasenbahnen sind dann wieder 
durch (2) gegeben, und die Integrationskonstanten wieder: 


uund 


1) A. Sommerfeld, l.c. p. 498. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 5). 
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Die weitere Behandlung des Problems erfolgt nach der im 
vorigen Paragraphen beschriebenen Methode. Die Bahn des 
Massenpunktes entspricht der Gleichung: 


(38a) cos = 

wobei 

(88) 


sie läßt sich auffassen als eine Ellipse mit dem Parameter p 
und der Exzentrizität e, deren Achsen sich, wenn r eine Periode 
durchläuft, um den Winkel 


2n (+ = 1) 
im Sinne der Bewegung drehen. Der größte und der kleinste 
Wert von r ergeben sich aus der Gleichung: 


eu Vertu? — — ei): (m? ct — u?) 
m? ct — u? 


(38e) Tmax. = 
min. 


Die singulären Grenzflächen im Phasenraum, entsprechend 
den Bedingungen rin. = Tmax, Und Yin. = 0, sind: 


mc.e: 
(39) und v——-=0. 
Das sind also die Flächen g = 0 und g’ = 0. Die erstere be- 
zeichnet die kreisförmigen Bahnen des Massenpunktes um das 
Kraftzentrum als Mittelpunkt, die letztere spiralförmige Bahnen, 
die in dem Kraftzentrum anfangen bzw. endigen. 

Zur Bestimmung von g ergibt dann die Bedingung g’ = 0 
oder: 


e 
nach (38): 
e* 2 
(40) + e+ a5 -=— 
und 
u+du Tmax. 


fJarde = def 
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folglich: 


Tmax. 
2du | lel 


Das (bei konstantem u zu nehmende) Integral ist nach der 
ersten Gleichung (87) gleich der Zeit, welche der Massenpunkt 
get aucht, um von der Entfernung 0 in die größte Entfernung 
vom Kraftzentrum zu gelangen, und nach (40) gleich: 
m? e? 
(mi — 


also: 
du 
(mic — uw: 
oder: 


Andererseits ergibt zur Bestimmung von g’ die Bedingung g = 0 
(kreisförmige Bewegungen) wieder: 


(42) dg= [[dxdl=2nav. 
Nehmen wir nun den allgemeinen Fall mit zwei Freiheitsgraden, 


so erhalten wir für ein Element des Phasenraumes: 


zu integrieren über alle Phasenpunkte in dem durch die Grenzen 
bezeichneten Gebiete, oder, mit Einführung von u statt o neben 
r,x und v= als Integrationsvariablen, nach Gleichung (88): 

4n* m? e® 


———,, :dudv 
(m? ct — 
(18) [73 
m? c* ! Vmi ‘du=dg-dg. 


Nun handelt es sich noch darum, g und g’ einzeln so durch u 
und v auszudrücken, daß die Gleichung (48) allgemein erfüllt 
ist, während für die beiden Grenzfälle die Gleichungen (89), 
(41) und (42) gelten. Dies wird erreieht, wenn wir setzen: 


27* 


n 
p 
td 
ei | 
9,9 
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(44) g=2n - "-5), 


(45) g=2n 


Daraus folgen dann nach (1) die Grenzflichen der Elementar- 
gebiete des Phasenraumes g=nh und ’=n'h, und damit 
nach (38a) usw. die fiir die ausgezeichneten Bahnkurven des 
Massenpunktes charakteristischen Parameter. 

Die hier für die relativistische Mechanik erhaltenen Re- 
sultate weichen noch etwas von den Sommerfeldschen kor- 
rigierten Resultaten!) ab, insofern, als sich dort statt der 
Gleichung (45) die Gleichung g’ = 2x v, in der hier gebrauchten 
‚Bezeichnung, findet, entsprechend dem Umstand, daß Hr. Som- 
merfeld als Grenzfläche des Phasenraumes nicht 


e? 
v=—, 


sondern v = 0 annimmt. Quantitativ genommen, ist allerdings 
der Unterschied nicht sehr beträchtlich, da e?/c fast 1000mal 
so klein ist wie h; aber er besitzt für Spektralmessungen doch 
schon praktische Bedeutung. 


§ 12. Drei kohärente Freiheitsgrade. 


Dieser Fall findet sich verwirklicht bei der Drehung eines 
| starren Körpers um einen festen Punkt, wenn die drei Haupt- 
trägheitsachsen einander gleich sind. Denn die Wahrscheinlich- 
keit eines Zustandes kann dann nicht von der Richtung der 
augenblicklichen Drehungsachse, sondern nur von der Größe 
der Winkelgeschwindigkeit w abhängen. 
Beschränken wir zunächst die Bewegung auf einen einzigen 
Freiheitsgrad, indem wir die Drehungsachse als fest annehmen, 
so haben wir den in $ 5 behandelten Fall; also gelten wieder 
die Gleichungen (8) und (9). 
Nehmen wir jetzt den Fall der freien Drehung und be- 
zeichnen die Lage des Körpers durch die drei Winkel #, g und x, 
wobei 9 tind 9 die beiden Richtungswinkel einer im Körper 
festliegenden Geraden, x den Drehungswinkel um diese Gerade 
bedeutet, so ist die Energie der Bewegung: 


1) A. Sommerfeld, 1. c. p. 499, in der Nachschrift bei caf Kor- 
rektur, vom 10. Februar 1916, 
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ust Jo = + +7), 
die dazugehörigen Impulse: 


n= 


also: 

1 —2ywt 
(46) (a ); 
und wir erhalten fiir das Element des Phasenraumes: 


utdu 


dG dp dydndwdt. 


Zur Ausführung der tine benutzen wir statt ¢ die Inte- 
grationsvariable £’, indem wir setzen: 


Dann ist: 


und: 


u+du 


Die Integration ist zu erstrecken: über # von 0 bis 2, über p 
und x von 0 bis 2z, über n, y und ¢’ von u bis u+ du, ge- 
mäß (47). Dies ergibt: 


(47a) 
und durch Vergleichung mit (8): 
(48) | G = $9. 


Daraus folgt für das Gesamtvolumen !) des Phasenraumes 
zwischen g = 0 und g = g, = nh: 


(49) G = 


§ 18. Drei Freiheitsgrade, davon zwei kohärent. 


Ein Beispiel hierfür ist die räumliche Bewegung eines Massen- 
punktes unter dem Einfluß eines anziehenden Kraftzentrums. 


1) Vgl. dié Anmerkung am Schluß von $ 8. 


| 
| 
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Daß von den drei Freiheitsgraden dieses Systems zwei kohärent 
sind, folgt daraus, daß die Bahn des Massenpunktes eine ebene 
ist, und daß die Wahrscheinlichkeit eines Zustandes nicht ab- 
hängen kann von der Richtung dieser Ebene. Beschränkt man 
also die Bewegung auf eine bestimmte Ebene, wodurch die 
Zahl der Freiheitsgrade auf zwei reduziert wird, so tritt damit 
in dem System der Grenzflächen des Phasenraumes keine Ver- 
einfachung ein, und das besagt, daß der verschwundene Frei- 
heitsgrad keine selbständige Schar von Grenzflächen liefert 
($ 7), sondern mit einem der beiden anderen kohärent ist; mit 
welchem, muß die Rechnung lehren. 

Benutzen wir als Koordinaten der räumlichen Lage des 
Massenpunktes die Polarkoordinaten r, 9, gm und bezeichnen 
die potentielle Energie mit f(r), so ist die Gesamtenergie: 


+ r?sin? + f(r) 
und die entsprechenden Impulse sind: 


du Ou aus 
n=—=mr’d, 
(50) ör 
folglich: 
1 
(61) u= (e 
Das Element des Phasenraumes beträgt: 
(52) 


Durch die sechs Phasenkoordinaten ist natiirlich die Ebene, 
die Form und Lage der Bahnkurve, sowie die Geschwindigkeit 
(nach Größe und Richtung) des Massenpunktes eindeutig be- 
stimmt. Die bezüglich des Umlaufsinnes positive Normale der 
Bahnebene besitze die Richtungswinkel #, g’, ferner sei 
der Winkel, welchen die Richtung von r mit derjenigen im 
Raume festen Richtung bildet, welche die Projektion der posi- 
tiven z-Achse (# = 0) auf die Bahnebene darstellt, und 


mry=svu=f>0 


sei die Integrationskonstante des Flichenprinzips. Dann können 
wir in (52) neben r und o statt 0, 9, n, y die vier neuen Inte- 
grationsvariablen 9, y’, x, ¢ einführen mittels der Gleichungen: 
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cos PF = sin cosy, 


(53) j 


£ sin 9’ siny 
w= cos 
und erhalten: 
dg drdzdedt, 
wobei die Funktionaldeterminante : 


D=| 55 | 
Die Integration ist auszuführen über # von 0 bis x, über g’ 
von 0 bis 2% und über die übrigen Variablen ganz in derselben 
Weise wie oben bei der Behandlung des ebenen Systems, wo 
die entsprechenden Größen auch genau die nämlichen Bezeich- 
nungen haben. Dies ergibt durch Vergleichung mit (25a) und (26): 


dG=4ntdgdg' , 


und nach (24): 
(54) dG=dg.dg’?. 


Durch diese Gleichung ist das räumliche Problem vollkommen 
auf das ebene zurückgeführt, und man erkennt, daß die beiden 
kohärenten Freiheitsgrade nicht der Energiekonstanten u, son- 
dern der Flächenkonstanten v zukommen, was offenbar damit 
zusammenhängt, daß die Energie ein Skalar, das Rotations- 
moment aber ein Vektor ist. 


g 14. 


Ein anderes Beispiel von drei Freiheitsgraden, deren zwei 
kohärent sind, bietet die Bewegung eines beliebigen starren 
Körpers um einen festen Punkt. Denn da diese Bewegung 
Pr das Rollen des Trägheitsellipsoids längs einer im Raume 
esten Tangentialebene, der ‚invariablen“ Ebene, dargestellt 
wird, und da die Wahrscheinlichkeit des Zustandes nicht von 
der Richtung dieser Ebene abhängen kann} so wird das System 
der Grenzflächen des Phasenraumes nicht vereinfacht, wenn 
man die Zahl der Freiheitsgrade dadurch auf zwei herab- 
mindert, daß man die Richtung der invariablen Ebene von 


ne, ; 
eit 
be- 

ler 

im 

en 

te- 


vornherein festlegt (vgl. $ 13). Es gibt -also auch hier im 
Phasenraum nur zwei Scharen von Grenzflächen: g und g’. 
Die Hauptträgheitsmomente des Körpers seien J, K, L, 
und die Lagenwinkel wieder ®, gy, x ($ 12), wobei 9 und 
die positive Richtung der dritten Hauptträgheitsachse L, x 
die der ersten Hauptträgheitsachse J charakterisieren möge. 
Dann sind die Komponenten der augenblicklichen Drehungs- 
geschwindigkeit in bezug auf die drei Hauptträgheitsachsen: 
a= sind cosy — sin 
(55) =—sin# sin yp — cosyd, 
y= 
ferner die kinetische Energie des Körpers: 


(56) u=1(Ja® + Ly’), 
die Impulskoordinaten : 

u du Ou 


und das Element des Phasenraumes: 


dG= 

Zur Ausführung der Integration benutzen wir statt 7, y, & die 
Integrationsvariablen a, ß, y, die nach (57) und (56) mit jenen 
durch die Gleichungen verknüpft sind: 

n =—Jasiny—KPßcosy, 
(58)! y= 

Cm=Ly. 
Dies ergibt, durch Bildung der Funktionaldeterminante: 


dG= SSS dpdydadBdy-JKLsn#, 


und durch Integration über 9 von 0 bis z, über $ und y von 
0 bis 2: 
(5°) 


Sind die drei Hauptträgheitsmomente einander gleich, so 
ergibt sich hieraus durch Integration über a, 8, y mit Rück- 
sicht auf (56) der frühere Ausdruck (47a). 

Um nun für den allgemeinen Fall g und g’ aufzufinden, 
bedenken wir, daß g und g’ nur von den beiden Integrations- 
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konstanten der Bewegung: der Energie u und dem Quadrate 
des Rotationsmomentes: 

(60) v= + K* 4- Ly? 

abhängen, und führen daher zunächst in (59) als neue Inte- 
grationsvariable die durch (56) und (60) definierten Größen 
2u und v ein. Als dritte Integrationsvariable wählen wir das 
Quadrat der Drehungsgeschwindigkeit: 


(61) w* =a? + 7, 
weil diese Größe sich ebenfalls homogen und linear aus den 
Quadraten a?, 82, y? zusammensetzt. Dann geht der Ausdruck (59) 
über in: 

eJKL 
(62) 


und, wenn wir a, ß, ydurch die Integrationsvariablen ausdrücken: 


d(2u) dv duo? 
(63) — w*)(b — @®)(c — w*) 
wobei: 
( 
(64) 77: 


1 1 © 
| 
Nun fragen wir nach den Singularitäten des Phasenraumes. 
Diese entsprechen den Fällen, daß von den drei Größen a, b, c zwei 
einander gleich sind. Die Differenzen derselben sind allgemein: 


b—em (1-1). (2u—3), 


(63) | 


Um die Anschauung zu fixieren, nehmen wir J >K>L an. 
Dann ist, wie man aus (56) und (60) ersieht: 


(1-4) 47 (1-7) 50, 
(65.8) 2u-7=1(1-Z) so, 


K 
(1-7) K(1-F) ASO, 
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und die singulären Flächen des Phasenraumes entsprechen 
den drei Gleichheitszeichen. Das erste ergibt $= 0 und y= 0, 
also eine konstante Drehung um die Achse der größten Trägheit J; 
das zweite bezeichnet eine Drehung um die Achse der mittleren 
Trägheit K, nebst derjenigen Bewegung, welche bei einer un- 
endlich kleinen Störung dieser (instabilen) Drehung eintritt; 
das dritte ergibt a = 0 und 8 = 0, also eine konstante Drehung 
um die Achse der kleinsten Trägheit L. Diese drei singulären 
Flächen stellen zugleich Grenzflächen der Elementargebiete des 
Phasenraumes vor, zwischen ihnen spielen sich alle Bewegungen 
ab, in der Art, daß, je nachdem v=2Ku, die Phasenbahnen 
ganz in dem Zwischenraum zwischen der zweiten und dritten 
Grenzfläche oder ganz in dem Zwischenraum zwischen der 
ersten und zweiten Grenzfläche verlaufen. 

Wir wählen zur weiteren Betrachtung aus den erst- 
genannten Teil des Phasenraumes, der von der zweiten und der 
dritten singulären Fläche begrenzt wird, für den also zugleich: 


(66) 2Ku—v=0 und 2lu-v=0. 


Dann sind nach (64) die Größen a, b, c alle positiv, nach 
(65) ist b > a > c, und nach (68) liegt das Quadrat der Diehungs- 
geschwindigkeit w? stets zwischen a und b. Von den drei Kom- 
ponenten a, ß, y det Drehungsgeschwindigkeit nehmen a und ß 
längs einer Phasenbahn positive und negative Werte an. Da- 
gegen y behält immer sein Vorzeichen, da es nach der ersten 
Ungleichung (66) nicht durch 0 hindurchgehen kann. Daraus 
folgt, daß der betrachtete Phasenraum in zwei vollständig ge- 
trennte Stücke zerfällt, die sich nur durch das Vorzeichen von 
y unterscheiden. Wir beschränken nach $ 4 die Betrachtung 
auf den Raum mit positivem y,.d. h. auf solche Bewegungen, 
bei welchen die augenblickliche Drehungsachse des Körpers 
mit der positiven Achse des kleinsten Trägheitsmomentes L 
einen spitzen Winkel bildet. Setzen wir zur Abkürzung die 
positiven Größen: 


(67) | 
| (2-7); 


so sind nach (4) die Flächen u’ = 0, v’ = 0 des Phasenraumes 
zu identifizieren mit den Grenzflächen g = 0 und g’ = 0. 
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Wir führen nun zunächst in (68) statt &? als Integrations- 
variable den Winkel e ein, durch die Gleichung: 
(68) o®=a+(b-—a)sin?e 
Als Grenzen von e wählen wir 0 und 2/2. Dann entsprechen 
jedem Werte von e auf jeder Phasenbahn vier verschiedene 
Phasenpunkte, wegen der doppelten Vorzeichen von a und ß, 
also ist der Ausdruck (63) von dG noch mit 4 zu multiplizieren, 
woraus folgt: 


d(2u)-dv-de 
dG = 87? 
SS ve — + (6 — a) sin’s 


und, mit Einführung von w’ und s ae 2u und v: 


dG=— || dud 
wo zur Abkürzung gesetzt ist: 


(70) 

Jetzt handelt es sich noch darum, g und g’ vollständig als Funk- 
tionen von wu’ und v’ zu bestimmen, und zwar so, daß erstens 
dG allgemein in die beiden Faktoren dg und dg’® zerfällt, und 
daß zweitens g = 0 für u’ = 0, und ’ = 0 für vo’ = 0. Beide 
Bedingungen zeigen sich erfüllt, wenn wir, mit Einführung 
zweier Proportionalitätskonstanten p und p’, setzen: 


a/2 
0 


(72) g’=pv; 
denn dann wird nach (69): 
(78) ste 
py? 
Die Einzelbestimmung von p und p’ erfolgt nach dem in § 7 
geschilderten Verfahren durch geeignete Beschränkung der Be- 
wegungsfreiheit des Körpers; daher berechnen wir nun g für 
den speziellen Fall, daß ’=0, also v’=0 als feste Bedin- 
gung eingeführt wird. Dann reduziert sich die Bewegung auf 
eine konstante Drehung um die L-Achse, und wir haben 
nach (8): 
(74) g=2ny2lu. 


.dg dg’. 


| 
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Dabei ist nach (67) für v’ = 0: 


1 1 1 
(75) 
Andererseits ist nach (71) für v’ = 0: 

(76) Yu» ’ 


folglich durch Gleichsetzung von (74) und (76): 


Ebenso findet man g’ aus dem speziellen Fall, daß g= 0 und 


u’ = 0. Dann ist der Körper auf solche Bewegungen beschränkt, 


die entstehen, wenn einer anfänglichen Drehung um die mitt- 
lere, instabile Hauptträgheitsachse K eine unendlich kleine 
Störung erteilt wird. 
Wir können uns aber diese ganze Rechnung sparen, wenn 
wir die Beziehung (54) benutzen, die in Verbindung mit (73) 
ergibt: 
16 
ppc 
Also nach (77) und (70): 


daraus folgt, nach (72) und (67): 


2 2 L 
1 ı\/ı 1 
V(r 7) x) 
Die Gleichungen (71) mit (77) und (79) ergeben nach (la) die 
vollständige physikalische Struktur desjenigen Teiles des Phasen- 
raumes, der durch die Ungleichungen (66) charakterisiert wird. 
Ganz entsprechend lauten natürlich die Resultate für den anderen 
Teil des Phasenraumes, denjenigen, bei welchem die Drehungs- 


i achsen des Körpers die Achse des größten Trägheitsmomentes J 
umschließen. 


(79) 


§ 15. 


Eine besondere Behandlung erheischt der spezielle Fall, 
daß von den drei Trägheitsmomenten zwei einander gleich 
sind, weil dann w? durch uw und »v bestimmt ist, und somit nicht 
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mehr als dritte unabhängige Variable neben diesen beiden Größen 
benutzt werden kann. 


Wir setzen also nun: 
J=K>L. 
Die zu berechnenden Funktionen g und g’ hängen nur von 
den beiden Integrationskonstanten der Bewegung ab: der Energie 


(80) Ly’) 
und dem Quadrat des Rotationsmomentes: 
(81) v= (a? 


Um ihre Grenzwerte zu bestimmen, fragen wir nach den Singu- 
laritäten des Phasenraumes. Dieselben ergeben sich aus der 
Überlegung, daß die Größen: 


(82) 2Ju-v=LJ-DpP%=w 
und 
(83) 


stets positiv sind. Die Grenzfälle u’ =0 und v’ = 0 identi- 
fizieren wit daher nach (4) mit den singulären Flächen g = 0 
und g’ =0 des Phasenraumes. Die erstere entspricht einer 
Drehung des Körpers um eine der unendlich vielen J-Achsen 
(y = 0), die zweite einer Drehung um die L-Achse (a = 0 und 
ß = 0). Zwischen diesen Extremen spielen sich alle Bewegungen 
ab, und zwar so, daß während jeder Bewegung y konstant 
bleibt, während a und £ sich nach Größe und Vorzeichen ändern. 
Die Fläche u’ = 0 oder g = 0 trennt also den gesamten Phasen- 
raum in zwei Hälften, die sich nur durch das Vorzeichen von y 
unterscheiden. Wir beschränken nach $ 4 die Betrachtung auf 
die positiven y, d. h. auf solche Bewegungen, bei welchen. die 
augenblickliche Drehungsachse des Körpers mit der positiven 
L-Achse einen spitzen Winkel bildet. 

Nun führen wir in (59) statt a, ß, y als Integrationsvariable 
w, v’ und einen Winkel & ein, der definiert ist durch die Glei- 
chung: 


(84) tg:=£; 
dann ergibt sich mittelst Berechnung der entsprechenden Funk- 


tionaldeterminante, indem man die Integration über ¢ von 0 
bis 2% erstreckt: 


‘ 
. 
5 { 
| 


414 i M. Planck. 


J7L dwdv 
(85) dG = = dg:dg®. 


Diese Gleichung nebst den Grenzbedingungen läßt sich be- 
friedigen, wenn wir g nur von w, g nur von v’ abhängig an- 
nehmen. Um g und g’ einzeln zu bestimmen, beschränken wir 
nach dem in $ 7 geschilderten Verfahren die Bewegungsfreiheit 
des Körpers und sci zunächst g, indem wir g’ = 0, also 
v’ = 0 als feste Bedingung einführen. Dann reduziert sich die 
Bewegung auf eine konstante Drehung um die L-Achse, und 


wir haben nach (8): 
g=2nY2lu. 
Dabei ist nach (82) und (83) fiir v’ = 0: 


also: 


Lu’ L2Ju- 
(86) 7; = 2: 


Andererseits ist, wenn wir g=0, also u’ = 0, als feste Be- 
dingung einführen, die Bewegung eine konstante Drehung um 
eine der J-Achsen, also wiederum nach (8): 


g=2nYy2Ju; 
dabei ist nach (82) und (88) für u’ = 0: 


also: 


Das ist gerade der aus pi wenn 
man darin K = J setzt. 

Setzt man (86) und (87) in (85) ein, so ergibt sich in der Tat: 

dG=dgdg?, 

und damit ist nach (1a) die Quantenteilung des Phasenraumes 
vollzogen. 

Fragen wir z. B. nach den ausgezeichneten Bewegungen, 
welche den Durchschnitten je zweier Flächen g = g, und g’ = gy 
entsprechen, so ergibt sich hierfiir nach (86) und (87): 


L 4 
und In = nh= 2n 


Jv’ 
J-L’ 


g,=nh=?2n 
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und daraus nach (82) und (83): 


(88) at+ und = (75), 


und die Rotationsgeschwindigkeit : 
h? 2 2 
(69) 


eine Beziebung, welche bereits von Hrn. H. Rubens!) mit- 
geteilt worden ist. Für drei ungleiche Trägheitsmomente gibt 
es keine anderen konstanten Drehungen als die um eine der 
drei Hauptträgheitsachsen. 


8 16. 


Zum Schluß wollen wir noch die kräftefreie Bewegung 
eines Massenpunktes m innerhalb einer leeren Hohlkugel mit 
fester elastischer Wandung behandeln, wegen ihrer Bedeutung 
für die Thermodynamik idealer Gase, insbesondere auch für 


um 


enn 


die Entropiekonstante und die Nullpunktsenergie eines ein- 
atomigen Gases. 

Die Bahn des Punktes ist ziekzackförmig; sie besteht aus 
einer im allgemeinen unendlich großen Anzahl von gleich langen 
geradlinigen Strecken, den „freien Weglingen“, die in einer 
durch den Kugelmittelpunkt gehenden Ebene liegen. Da die 
Richtung dieser Ebene sicherlich ohne Einfluß auf die Wahr- 
scheinlichkeit des Zustandes ist, so bringt die Beschränkung 
der Bewegung auf eine bestimmte Ebene und der damit ver- 
bundene Verlust eines Freiheitsgrades keine Vereinfachung 
in dem System der Elementargebiete des Phasenraums mit 
sich. Von den drei ursprünglich vorhandenen Freiheitsgraden 
sind also auch hier wieder zwei miteinander kohärent. 

Wir erledigen daher zuerst das entsprechende ebene Pro- 
blem: die kräftefreie Bewegung des Massenpunktes innerhalb 
eines Kreises mit dem Radius R. Seien r (> 0) und x (zwischen 
0 und 22) die beiden Polarkoordinaten des Massenpunktes, und 


o=mr, 


1) H. Rubens u. G. Hettner, Sitzungsber. d. kgl. preuB. Akad. 
d. Wiss. v. 3. Febr. 1916, p. 181; Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 18. p. 166. 
1916. 
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die dazugehörigen Impulse, so sind die Integrationskonstanten 
der Bewegung erstens die Energie: 


1 
(90) 4), 
zweitens das Rotationsmoment: 


Die Singularitäten des Phasenraumes werden bezeichnet durch 
die beiden Grenzfälle: erstens, daß der Massenpunkt der Peri- 
pherie des Kreises entlang läuft, ruin. = "max. = R, d.h. e=0 
oder nach (90) und (91): v? =2mR?u; zweitens, daß der 
Massenpunkt durch den Kreismittelpunkt geht, rain. = 0, d.h. 

Dies sind also die Grenzflächen g=0 und ’=0. Wir 
betrachten im folgenden nach $ 4 nur positive v. 

Für das Element des Phasenraumes erhalten wir wieder 


(25a), und wenn wir als Integrationsvariable u statt o aus (90) 
einführen : 


dG=dudv-ffdr-dz-™. 


Die Integration ist über x von 0-bis 2x, über r von rin. bis R 
(bei konstantem u und v) auszuführen und liefert: 


(91a) 


wobei berücksichtigt ist, daß jedem Wert von r, v, u zwei 
Werte von o, also zwei Phasenpunkte, entsprechen. 

Um nun dG auf die Form dg.dg’ zu bringen und zugleich 
die Grenzbedingungen für g und g’ zu befriedigen, schreiben 
wir die letzte Gleichung in der Form: 


(92) dG =2n.du'.dv=dg.dg' , 


indem wir v und w’ als unabhängige Variable wählen, und 
infolgedessen : 


(93) 22m 2v arc 
setzen. Dann sind auch die Grenzbedingungen erfüllt, wenn 
wir g proportional w und g’ proportional v annehmen, zu- 
gleich mit der Festsetzung, daß der are zwischen 0 und 2/2 
liegt, und es handelt sich nur noch um die Proportionalitäts- 
konstanten. Diese ergeben sich für jede Größe einzeln, wenn 
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man die Bewegungsfieibeit des Systems entsprechend den 

Grenzfällen beschränkt. 

Im ersten Fall (Bewegung im Kreise) ist g und u’ = 0, 

und' 

ag= {fdz-dt= 2a-dv, 

also 

(94) g =2nv. 
Im zweiten -Fall (Bewegung im Radius) ist g’ und v =0, 


und 


dg = [fdrdo=Ry/ du, 


wobei berücksichtigt ist, daß jedem Werte von u zwei ent- 
gegengesetzte Werte der Geschwindigkeit, also auch zwei ver- 
‘ schiedene Phasenpunkte entsprechen. Da nun in diesem Falle 
nach (9): 


u=2RY2mu, du= Ry/2™ -du, 
u 


so folgt: 
(95) dg = dw’, gy=W, 
und mit diesen Werten von g und g’ ist die Beziehung (92) in 
der Tat allgemein erfüllt. 

Wir haben also für die Quantenteilung des Phasenraumes: 
(96) In und gy=2ayw=wh. 
Um uns diese Beziehungen zu versinnlichen, bedenken wir, 
daß der in (98) vorkommende are, den wir gleich a setzen 
wollen, nichts anderes ist als der halbe Öffnungswinkel des 
von der freien Weglänge des Massenpunktes abgegrenzten 
Kreissektors. Für die Kreisbewegung wird a=0, für die 
Radialbewegung wird iy 

.& 

Die durch die Quantenstruktur des Phasenraumes bedingten 
ausgezeichneten Bewegungen gewinnt man, indem man für 
irgend ein Wertenpaar der ganzen Zahlen n und n’ die ent- 
sprechende freie Weglänge 2R sin a und die dazugehörige Ge- 
schwindigkeit q berechnet. Bedenkt man, daß 
(97) u=>qg ud v=mgRooe, 
so ergibt sich aus (98) und (96) die merkwürdige Gleichung: 
(98) 


Annalen der Physik. IV. Folge, 50. 28 
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Daraus der Wert von a, eindeutig und unabhängig vom Wir- 
kungsquantum h, und dann: 

wh 
(99) gumReosa 
Die Einzelheiten sind unmittelbar den Gleichungen zu ent- 
nehmen. Nun ist es leicht, auch das räumliche Problem zu 
erledigen: die kräftefreie Bewegung eines Massenpunktes in 
einer Hohlkugel vom Radius R. Wir brauchen zu diesem Zweck 
nur genau ebenso zu verfahren, wie oben in $ 13, nur mit 
Weglassung der potentiellen Energie f(r), und erhalten dann 
auch wieder, wie in (54): 

dG=dg.dg?, 


wobei nun g und g’ durch (94) und (95) gegeben sind. Damit 
ist auch für die räumliche Bewegung mit drei Freiheitsgraden 
die Quantenteilung des Phasenraumes vollzogen. 

Die Anwendung der hier erhaltenen Resultate auf die 
Thermodynamik idealer Gase würde den Rahmen dieses Auf- 
satzes überschreiten, da sie vollständig allgemein nicht durch- 
geführt werden kann ohne die Aufstellung einer besonderen 
Hypothese über das Gesetz, nach welchem die Phasenpunkte 
einer großen Anzahl von gleichartigen, gegenseitig unabhängigen, 
Systemen innerhalb eines einzelnen Elementargebietes des 
Phasenraumes angeordnet sind, insbesondere über die sich 
neuerdings immer schärfer zuspitzende Grundfrage, ob die 
Phasenpunkte auch das Innere des Elementargebietes erfüllen 
können oder ob sie stets nur an dessen Grenzen angehäuft 
sind. Denn je nach der Beantwortung dieser Frage kann der 
Ausdruck für die Entropie und für die Nullpunktsenergie, falls 
sie existiert, verschieden ausfallen. Es lag mir aber daran, den 
Inhalt dieses Aufsatzes, die Untersuchung der physikalischen 
Struktur des Phasenraumes, von einer derartigen Hypothese 
ganz unabhängig zu halten. 

Es mag sein, und ich halte es für sehr wahrscheinlich, daß 
die hier dargelegte Theorie in der Form noch manche Ver- 
besserung erfahren wird, aber ihre Grundlagen halte ich für 
dauerhaft und tragfähig. 

Über weitergehende Folgerungen hoffe ich in nächster Zeit 
einiges berichten zu können. 


(Eingegangen 13. April 1916.) 
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8. Beobachtungen über den Effekt des elektrischen 
Feldes auf die Tripletserien des Quecksilbers und 
die Dupletserien des Aluminiums'); 
von @. Wendt und R. A, Wetzel, 


1. Aufgabe. — Die vorliegende Untersuchung sollte nicht 


‚einfach neues Beobachtungsmaterial über den Eftekt des 


elektrischen Feldes auf beliebig gewählte Spektrallinien irgend 
welcher Elemente schaffen, sondern an den bis jetzt gewon- 
nenen Ergebnissen über diesen neuen Effekt in planmäßig 
gewählten Richtungen weiterbauen. Nachdem die bisherigen 
Untersuchungen ergeben hatten, daß für die Art und Größe 
des elektrischen Effektes einer Spektrallinie ihre Zugehörig- 
keit zu einer Serie entscheidend ist, wurde die vorliegende 
Arbeit auf das Studium von Serienlinien beschränkt. Aus 
diesem Grunde sind Hg-, Al-, Si- und C-Linien, die nicht 
zu anerkannten Serien gehören, in der nachstehenden Mit- 
teilung nicht erwähnt, obwohl eine Anzahl von ihnen auf 
den gewonnenen Spektrogrammen vertreten ist. 


Die H-, He- und Li-Linien, welche bis jetzt von Stark 
und seinen Mitarbeitern im Effekt eines elektrischen Feldes 
zerlegt oder verschoben wurden, sind Einzellinien oder wurden, 
soweit sie in Wirklichkeit Duplets sein mögen, bei der an- 


1) Die vorliegende Untersuchung wurde im Sommer 1914 aus- 
geführt und am 1. August jenes Jahres aus äußerem Zwang abgebrochen. 
Da keine Aussicht besteht, daß sie von den beiden Verfassern in abseh- 
barer Zeit durch weitere Beobachtungen ergänzt werden kann, habe ich 
die vorliegende Mitteilung nach einem Entwurf von Hrn. Dr. Wendt; 
der zurzeit im Felde steht, abgefaßt. 

Dar ausgezeichnete große Steinheilsche Quarzspektrograph, welchen 
ich den Herren. Wendt (Aachen) und Wetzel (New York) zu der obigen 
Arbeit zur Verfügung stellte, ist aus Mitteln der Rheinischen Gesellschaft 


für wissenschaftliche Forschung gebaut. Stark. 
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gewandten Dispersion nicht aufgelöst. Darum war es zunächst 
interessant, zu untersuchen, ob auch die Komponenten von 
Duplets und Triplets entlang einer Serie eine Frequenzänderung 
durch das elektrische Feld erfahren. 


Die auf den Effekt des elektrischen Feldes bis jetzt ein- 
gehend untersuchten H-, He- und Li-Serien liegen .alie im 
sichtbaren Spektrum, Für die Größe der Frequenzänderung 
ihrer Linien ist deren Gliednummer innerhalb der Serie maß- 
gebend; diese Größe nimmt zu mit steigender Gliednummer, 
also mit abnehmender Wellenlänge. Nun haben mehrere 
theoretische Versuche über den Effekt des elektrischen Feldes 
auf Spektrallinien gefolgert, daß die Frequenzänderung durch 
das elektrische Feld abnehmen soll mit abnehmender Wellen- 
länge. So mochte sich trotz der bisherigen Erfahrung der 
Zweifel regen, ob nicht vielleicht doch bei noch kleinerer Wellen- 
länge, also etwa im Ultraviolett, jene theoretisch geforderte 
Abhängigkeit der Frequenzänderung von der Wellenlänge 
Wirklichkeit ist. Zur Prüfung dieser Fragen bieten die Hg- 
und Al-Serien Gelegenheit, da sie bis weit in das Ultraviolett 
hinein. verlaufen. Es mag das Ergebnis in dieser Hinsicht 
gleich vorweg genommen werden: Wie die Hg-Triplets lehren, 
nimmt auch im Ultraviolett jedenfalls bis A 2800 Ä. die 
Frequenzänderung einer Serienlinie mit steigender Glied- 
nummer, also mit abnehmender Wellenlänge zu. 

Der Hauptgrund dafür, daß Serien des Quecksilbers und 
Aluminiums zur Untersuchung ausgewählt wurden, liegt in 
der Größe des Atomgewichtes dieser Elemente. -Wie ja schon 
eine erste theoretische Überlegung!) erwarten läßt, ist die 
Größe der Frequenzänderung, welche ein äußeres elektrisches 
Feld an den Elektronzentren gewisser Serienlinien hervor- 
bringt, abhängig von der Gegenwart benachbarter elektrischer 
Quanten innerhalb des einzelnen Atoms. Denn diese erfahren 
ebenso wie die Serienelektronen eine Verschiebung innerhalb 
des Atoms durch das äußere Feld, und diese Verschiebung 
muß neben der unmittelbaren Wirkung des äußeren Feldes 
in der Bindung der Serienelektronen sich bemeıkbar machen. 
Je größer das Atomgewicht eines Elementes ist, desto größer 


1) Vgl. J. Stark, Elektrische Spektralanalyse chemischer Atome, 
p. 127. S. Hirzel, Leipzig 1914. 
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ist zweifellos die Anzahl der positiven und negativen elek- 


trischen Quanten, welche in dem Verband seines einzelnen 
Atoms vorkommen. Wovon hängt nun die Nähewirkung be- 
nachbarter Elektronen auf die Frequenzänderung von Serien- 
elektronen durch ein äußeres elektrisches Feld ab? Rein 
von der Zahl der im Atom vorkommenden Elektronen, also 
von der Größe des Atomgewichts? Oder haben nur wenige aus- 
gezeichnete Nachbarelektronen eine merkliche Nähewirkung 
im Effekt des elektrischen Feldes auf die Serienelektronen ? 
Auf Grund bekannter elektrostatischer Erscheinungen dürfen 
wir das letzte erwarten. Es wird nämlich die betrachtete 
Nähewirkung von Nachbarelektronen um so größer sein, je 
leichter oder weiter sie durch ein äußeres elektrisches Feld 
verschoben werden können. Würde z. B. an der Oberfläche 
eines einzelnen Atoms eine verhältlich große Anzahl von Elek- 
tronen parallel der Oberfläche kräftefrei wie Leitungselektronen, 
senkrecht zur Oberfläche verhältlich weit mit kleiner rück- 
treibender Kraft verschoben werden können, und würden die 
Serienelektronen unterhalb des Oberflächenniveaus jener Elek- 
tronen tiefer im Atom liegen, dann würden die Serienelektronen 
durch die verschiebbaren Oberflichenelektronen wie durch 
einen Faradayschen Käfig vor der Wirkung des äußeren 
elektrischen Feldes geschützt, ihre Frequenzänderungen ver- 
hältlich sehr klein sein. 


Die vorstehende extreme Voraussetzung über die Atom- 
struktur ist nun wohl kaum in einem Falle verwirklicht. Nach 
der Valenzelektronhypothese!), welche aus einer Anzahl che- 
mischer und physikalischer Erfahrungen abgeleitet ist, kommen 
an der Atomoberfläche chemischer Elemente zumeist nur 
wenige leicht verschiebbare Elektronen (Valenzelektronen) vor. 
Und danach wäre zu erwarten, daß für die Größe der Nähewir- 
kung von Nachbarelektronen im Effekt des elektrischen Feldes 
auf Serienelektronen nicht in erster Linie die Größe des Atom- 
gewichtes, sondern die Zahl der Valenzelektronen maßgebend 
ist. Nun wissen wir über diese Zahl wohl für das neutrale 
Atom aus chemischen Erfahrungen einigermaßen Bescheid; 
indes dürfen wir diese Kenntnis nicht ohne weiteres auf den 


1) Vgl. J. Stark, Die Elektrizität im chemischen Atom. 8. Hirzel, 
Leipzig 1916. 
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atomischen Träger von Serienlinien übertragen. Denn dieser 
ist in der Regel nicht das neutrale Atom, sondern ein positives 
Atomion; also ein Atom, von dem ein Elektron oder mehrere 
abgetrennt sind. Für die H-Serie ist dies zum mindesten sehr 
wahrscheinlich!); aus Analogie dürfen wir das gleiche auch 
für den Träger der entsprechenden He- und Li- Serie 
schließen. 

Bei der experimentellen Verfolgung des Einflußes der 
Nähewirkung von Nachbarelektronen auf die Wirkung eines 
äußeren elektrischen Feldes auf Serienelektronen muß man 
also die vorstehenden Umstände oder Möglichkeiten im Auge 
behalten. Wie in Hinsicht jener Nähewirkung die Wi:klich- 
keit der Atome ist, kann natürlich nur die Erfahrung lehren. 
Der Vergleich der Beobachtungen an den H-, He- und Li- 
Serien sagt uns bereits einiges. So sind die elektrischen Fre- 
quenzänderungen entsprechender He- und Li-Linien sowohl 
nach Art wie Größe nur wenig voneinander verschieden. Wäre 
der Träger der Serien dieser Elemente das neutrale Atom, 
so wäre diese Tatsache schwer verständlich. Denn das neu- 
trale Li-Atom besitzt ein verschiebbares Valenzelektron an 
seiner Oberfläche; das neutrale He-Atom dagegen besitzt 
kein Valenzelektron an seiner Oberfläche. Wenn jedoch, wie 
es wahrscheinlich ist, die Träger der Serien dieser Elemente 
die positiven Atomionen sind, dann entspricht jene Überein- 
stimmung im Effekt des elektrischen Feldes auf die Serien- 
linien durchaus der Übereinstimmung, daß die beiden Serien- 
träger (positives He- und Li-Atomion) kein verschiebbares 
Valenzelektron an ihrer Oberfläche haben. 


Vergleicht man weiter die elektrische Zerlegung einer 
H-Serienlinie mit derjenigen der entsprechenden He- und 
Li-Linie aus der ersten Nebenserie, so fällt einem erstens auf, 
daß diese dissymmetrisch, jene symmetrisch ist; zweitens, 
daß die Frequenzänderung der He- und Li-Linie zwar merk- 
lich kleiner als diejenige der H-Linie, aber doch noch ver- 
gleichbar groß ist. Der erste Unterschied (Dissymmetrie und 
Symmetrie) erklärt sich wohl aus einer Deformation der Koppe- 
lung der Serienelektronen infolge der Atomstruktur, die Über- 
einstimmung in der Größenordnung der Frequenzänderung 


1) J. Stark, Ann. d. Phys. 49. p. 179. 1916. 
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aus der Ubereinstimmung, da8 die Linientrager positive Atom- 
ionen ohne Valenzelektronen an ihrer Oberfläche sind. Der 
Unterschied innerhalb dieser Größenordnung mag daraus 
folgen, daß eine merkliche Nähewirkung benachbarter Elek- 
tronen im He- und Li-Atomion infolge des größeren Atom- 
gewichtes im Vergleich zum H-Atomion auftritt. 

Einen weiteren Beitrag zu dei vorstehenden Überlegungen 
und Ergebnissen vermag offenbar die Untersuchung von Ele- 
menten großen Atomgewichts auf die elektrische Zerlegung 
ihrer Serien zu liefern. Hierzu eignen sich Aluminium und 
Quecksilber. Jenes Element hat das relative (H = 1) Atom- 
gewicht 27,1, dieses 200,6. Bei Aluminium kennen wir eine 
erste und zweite Nebenserie von Duplets, bei Quecksilber 
eine erste und zweite Nebenserie von Triplets. Dem neutralen 
Hg-Atom sind aus chemischen Gründen zwei, dem neutralen 
Al-Atom drei Valenzelektronen zuzusprechen. Gemäß den 
Untersuchungen?) über den Kanalstrahlen-Dopplereftekt dieser 
Elemente ist der Träger der Hg-Tripletserien das zweiwertige 
Hg*++-Atomion oder wenigstens das einwertige Hg+-Atomion, 
der Träger der Al-Dupletserien das einwertige Al*+-Atomion. 
Der Träger der Hg-Tripletserien besitzt demnach, kein oder 
höchstens ein Valenzelektron an der Atomoberfläche, der 
Träger der Al-Dupletserien dagegen zwei Valenzelektronen. 
Andererseits ist das Atomgewicht des Trägers der Hg-Serien 
angenähert zehnmal so groß wie ‚dasjenige des Trägers der 
Al-Serien, zweihundertmal so groß wie dasjenige des Trägers 
der H-Serie. 

Nachdem im Vorstehenden Überlegungen über den mög- 
lichen Einfluß der Atomgröße oder der verschiebbaren Elek- 
tronen eines Atoms auf die Frequenzänderung seiner Serien- 
elektronen durch ein äußeres elektrisches Feld angestellt und 
damit die Gründe für die Auswahl der Elemente Aluminium 
und Quecksilber angegeben worden sind, sei des Zusammen- 
hanges wegen hier gleich das Hauptresultat in der betrach- 
teten Hinsicht vorweggenommen. Nach der weiter unten 
folgenden Tab. I beträgt der Abstand der äußeren elektrischen 
s-Komponenten einer Linie der ersten Komponente des dritten 


1) J. Stark, G. Wendt, H. Kirschbaum u. R. Künzer, Ann. 
d. Phys. 42. p. 241. 1913. 


r | | | 
| 
} 
| mi 
) | | 
| 
| 
| 
ii 
i 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


424 


G. Wendt u. R. A. Weitzel. 


Gliedes der ersten Hg-Tripletnebenserie (4 2808,7 A) in einem Stra 
elektrischen Feld von 100000 Volt x cm-! 6,1 A; der Ab- abet 
stand der äußeren elektrischen Komponenten der ersten Kom- drin 
ponente des dritten Gliedes der ersten Al-Dupletnebenserie weit 
(4 2878,2 A) ist nach Tab. III für dieselbe Feldstärke jeden- lieg: 
falls kleiner als 0,46 Ä. Der Abstand der intensivsten äußeren gest 
s-Komponenten des dritten Gliedes der H-Serie (H,) beträgt 
nach Starks Messungen!) 52 A. für 100000 Volt x em-1, elek 
Aus dem Vergleich der Zerlegung der Hg-Linie (4 2808 7 A.) seri 
mit derjenigen der Al-Linie (4 2878,2 A.) gleicher Nummer bis 
folgt, daß die Größe des Atomgewichtes (Hg 200,6; Al 27,1) eini 
keinesfalls allein maßgebend sein kann für die Größe der Fre- ein 
quenzänderung durch das elektrische Feld sondern daß hierfür der: 
in erster Linie eine andere Atomeigenschaft, enscheinend die ‚ der 
Zahl der verschiebbaren Valenzelektronen an der Atomober- gab 
fläche in Wirkung tritt. Das Verhältnis, daß die elektrische wir 
Frequenzänderung in der ersten Hg-Tripletnebenserie ungefähr seie 
zehnmal kleiner als in der H-Serie ist, mag darin begründet Ka 
sein, daß im Hg++-Atomion, wenn auch keine stark verschieb- Bre 
_ baren oberflächlichen Valenzelektronen, so doch unvergleich- Bre 
lich viel mehr elektrische Nachbarquanten als im zweihundert- Eir 
mal leichteren H+-Atomion vorhanden sind. fel 
Es ist vielleicht nicht überflüssig, im Anschluß an das sch 
Vorhergehende eine nahe liegende Vorstellung oder Folgerung way 
über die Lage der Serienelektronen im chemischen Atom aus- Gr 
drücklich zu erwähnen. Zwar liegen die Serienelektronen un 
nicht, wie wohl die wenigen Valenzelektronen, in der äußersten Sp 
Atomhülle, also in verhältlich großem Abstand vom Atom- sel 
zentrum. Aber sie können auch nicht tief im Atominnern t 
nahe dem Zentrum liegen; denn sonst könnte wohl die Wir- sti 
kung eines äußeren elektrischen Feldes nicht durch die Hülle a 
der sie umgebenden übrigen elektrischen Quanten bis zu ihnen lev 
in merklichem Betrage im Falle des Hg-Atoms durchdringen. gei 
Diese Folgerung wird auch durch die Tatsache einleuchtend hu 
gemacht, daß die Serienlinien zahlreicher Elemente (H, He, Li) Br 
und vor allem die hier untersuchten Hg-Linien schon durch : 
den Stoß langsamer Kathoden- bzw. Kanalstrahlen (8 bzw. di 
100 Volt) zur Emission gebracht werden. Diese langsamen Bi 


1) J. Stark, Ann, d. Phys. 48, p. 193. 1915. 
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Strahlen können nämlich wohl in die Oberflächenschicht, 
aber nieht bis in das Zentrum der Atome (Linienträger) ein- 
dringen, ohne von den im Wege liegenden Atomteilen am 
weiteren Vordringen gehindert zu werden. Derartige nahe- 
liegende Überlegungen sind bereits von mehreren Seiten an- 
gestellt worden. 

2. Methoden. — Die Untersuchung des Effektes eines 
elektrischen Feldes auf die Hg-Tripletserien und die Al-Duplet- 
serien verlangt einen Spektrographen, der im Ultraviolett 
bis A 2800 Ä. große Dispersion mit großer Lichtstärke ver- 
einigt. Diese Forderung läßt kein Konkavgitter, wohl aber 
ein zweckmäßig gebauter Quarzspektrograph erfüllen. Ein 
derartiger Apparat stand uns zur Verfügung; er wurde von 


‚ der Firma C. A. Steinheil Söhne in München nach An- 


gaben von Hrn. Prof. Stark gebaut. Seine Konstruktion 
wird an anderer Stelle eingehend beschrieben werden. Hier 
seien lediglich folgende Angaben über ihn mitgeteilt. Sein 
Kameraobjektiv hat 45 mm Öffnung und für D 872 mm 
Brennweite, sein Spaltobjektiv 50 mm Öffnung und 872 mm 
Brenuweite; er besitzt zwei Prismen von 60° und automatische 
Einstellung auf das Minimum der Ablenkung. Das Gesichts- 
feld auf der photographischen Platte, innerhalb dessen sich 
scharfe Abbildung erzielen läßt, hat eine Länge von 7 cm; 
die Aufnahmen von A 8200 bis 4 2200 A. machen aus diesem 
Grunde drei verschiedene Einstellungen nötig. Dies ist zwar 
unbequem, liefert indes innerhalb eines jeden der drei 
Spektralbezirke eine verhältlich große Lichtstärke und Linien- 
schärfe. 

Die von uns im übrigen angewandte optische Methode 
stimmt überein mit dem von Stark!) für derartige Unter- 
suchungen angegebenen Verfahren. Es wurde nämlich der 
leuchtende Raumteil, in welchem das elektrische Feld her- 
gestellt war, durch ein 2,5 cm langes Kalkspatrhomboeder 
hindurch mittels eines Quarz-Flußspatachromats von 16 em 
Brennweite auf den Spektrographenspalt scharf abgebildet. 

Auch die Kanalstrahlenröhre, welche als Lichtquelle 
diente, war nach den bekannten Angaben Starks gebaut. 
Sie hatte einen Durchmesser von 5,5cm; der Abstand zwischen 


1) Vgl. J. Stark, Elektrische Spektralanalyse chemischer Atome, 
p. 14. S. Hirzel, Leipzig 1914. 
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ihrer Anode und Kathode betrug 18 em, derjenige zwischen 
deren Riickseite und der ihr parallelen Hilfselektrode 1,5 mm. 
Zwischen dieser und der Kathode wurde das elektrische Feld, 
das die Spektrallinien beeinflussen sollte, aufrecht erhalten. 
Und zwar wurde für dieses Feld die Hilfselektrode zur Anode, 
die Rückseite der Kanalstrahlenkathode zur Kathode gemacht; 
es wurden also elektrisches Feld und Kanalstrahlen einander 
entgegengeschaltet. Die Kanalstrahlenkathode war hierbei 
dauernd geerdet. Der die Kanalstrahlen erzeugende Glimm- 
strom wurde mit einem großen Induktorium mit Rotaxunter- 
brecher erzeugt. 

Um die Emission der Hg-Linien im elektrischen Feld 
intensiv herzustellen, wurde die Kanalstrahlenröhre nicht 
mit reinem Hg-Dampf gefüllt, was nicht bloß sehr schwierig 
gewesen wäre, sondern nicht einmal große Intensität geliefert 
hätte!); sondern es wurde einer überwiegenden Füllung mit 
Wasserstoff Hg-Dampf beigemischt. Zu diesem Zweck war 
an der lotrecht stehenden Röhre oben neben der Anode ein 
kleines Seitenrohr angebracht, das mit flüssigem Quecksilber 
gefüllt war und während der Aufnahme dauernd warm gehalten 
wurde. Infolgedessen diffundierte aus diesem Seitenrohr 
dauernd Hg-Dampf durch den Wasserstoff in die Kanal- 
strahlenröhre, und somit auch in den Raum zwischen Kathode 
und Hilfselektrode; es bildete sich ein Gemisch von H- und 
Hg-Kanalstrahlen, welche an sich selbst und an den von 
ihnen gestoßenen ruhenden Hg-Atomen Licht zur Emission 
brachten. Dieses trat aus dem Raum zwischen Kathode und 
Hilfselektrode durch ein nach außen konisch sich erweiterndes, 
mit einer Flußspatplatte verschlossenes Seitenrohr nach dem 
Spektrographen zu aus. Flußspatplatte und Seitenrohr wurden 
durch eine kleine elektrisch geheizte Drahtspirale, die unter 
sie gestellt war, zu dem Zweck etwas warm gehalten, daß 
sich das Flußspatfenster nicht mit Hg-Tröpfehen beschlug. 
Um auch, nachdem die Glaswand mit zerstäubtem Metall sich 
bedeckt hatte, durch den Raum zwischen Hilfselektrode und 
Kathode blicken zu können, war konzentrisch zu dem ersten 
Seitenrohr ein zweites auf der anderen Seite der Kanalstrahlen- 
röhre angebracht. 


1) Vgl. J. Stark u. H. Kirschbaum, Physik. Zeitschr. 14. p. 433. 
1913. 
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Hilfselektrode ‘und Kathode waren aus Aluminium. Sie 
wurden durch die Hg-Kanalstrahlen so stark zerstäubt, daß 
neben den Hg-Linien in ungefähr gleicher Intensität die Al- 
Linien in dem Al-Dampf zwischen Hilfselektrode und Kathode 
zur Emission kamen. So wurde der Vorteil erreicht, daß die- 
selben Aufnahmen die Linien beider Elemente lieferten. 

Als Füllgas, dem der Hg-Dampf beizumischen war, kam 
weder. N, noch O,, sondern H, deswegen in Betracht, weil 
dieses Gas unter der Wirkung der Kanal- und Kathodenstrahlen 
nicht wie jene mit dem Hg-Dampf in eine chemische Reaktion 
eintritt. Außerdem bietet der Wasserstoff den großen Vorteil, 
daß er im Ultraviolett unterhalb 43200 A. keine Spektral- 
linien von erheblicher Intensität besitzt, sondern nach den 
Angaben einiger Beobachter lediglich ein kontinuierliches 
Spektrum. In der Tat erschien auch auf unseren Spektro- 
grammen von längerer Belichtungsdauer (6 Stunden) ein 
schwaches kontinuierliches Spektrum zwischen A 3200 und 
22400 Ä.; da bei unseren Versuchsbedingungen eine täu- 
schende ultraviolette Fluoreszenz der Glaswand ausgeschlossen 
war, so ist es wahrscheinlich, daß das beobachtete kontinuier- 
liche Spektrum in der Tat dem Wasserstoff eigentümlich ist. 

Erwähnt sei noch, daß wir auf unseren Spektrogrammen 
außer den Hg- und Al-Linien noch in beträchtlicher Intensität 
die Si-Linie 42881 sowie die intensiven Si-Linien zwischen 
42528 und 42485 erhielten. Sie rühren von der Zerstäubung 
des Siliziums her, das bekanntlich zumeist als Verunreinigung 
in dem käuflichen Aluminium enthalten ist. 

3. Beobachtungen. — Um die aus dem elektrischen Feld 
erhaltenen Hg- und Al-Linien hinsichtlich der spektralen Lage 
mit den feldfreien Linien vergleichen zu können, wurde nach 
Vollendung der Aufnahmen mit Feld der hierbei belichtete 
Spaltteil mit Papier abgedeckt und auf die darüber und dar- 
unter liegenden Spaltteile während einer ausprobierten Zeit- 
dauer das Licht von einer Hg-Quarzlampe und von einem 
Lichtbogen zwischen Al-Elektroden entworfen. So wurde auf 
den photographischen Platten das elektrisch beeinflußte Spektro- 
gramm zwischen zwei nicht beeinfluBten Spektrogrammen 
erhalten, und es konnte der Abstand der elektrischen Linien- 
komponenten von den feldfreien Linien gemessen werden. 
Freilich ist diese Messung wegen der Möglichkeit ungleicher 


> 


1 
| 
’ 
| | 
| 
| 
| 
“u 
Wy 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
1 


428 


G. Wendt u. R. A. Wetzel. 


Objektivfüllungen in den zwei aufeinanderfolgenden Auf- 
nahmen nicht besonders zuverlässig.!) Indes war ein Teil 
der beobachteten Frequenzänderung so groß, daß jene Fehler- 
quelle nicht merklich stören konnte; und wo die Frequenz- 
änderung so klein war, daß jene Fehlerquelle Verschiebungen 
vortäuschen oder verdecken hätte können, da ließ eine andere 
Erscheinung die Wirklichkeit kleiner Verschiebung außer 
Zweifel stellen. Stehen nämlich, wie bei unseren Beobach- 
tungen, die Begrenzungsebenen des elektrischen Feldes (Hilfs- 
elektrode und Rückseite der Kanalstrahlenkathode) senkrecht 
zum Spektrographenspalt, und ist die Abbildung auf diesen 
und im Spektrographen selbst stigmatisch, so erscheint das 
nahe den Löchern der Kathodenrückseite emittierte Ende 
verschobener Linien gekrümmt, entsprechend der räumlichen 
Variation der elektrischen Feldstärke nahe bei jener Rück- 
seite.*) An dieser Krümmung macht sich die Tatsache und die 
Richtung einer Verschiebung einer Spektrallinie durch das 
elektrische Feld bemerkbar. 


In den Tabb. I und II sind unsere Beobachtungen an 
einer Reihe von Hg-Linien zusammengestellt. Wir haben 
außer ihnen zwar auch die Linien A 2699,5 und A 2899 A. 
aus dem vierten Glied beobachtet und an ihnen einige wenige 
weit verschobene Komponenten festgestellt; indes kamen sie 
so lichtschwach heraus, daß zweifellos weitere Komponenten 
von geringerer Intensität unterbelichtet blieben. Da infolge- 
dessen das Zerlegungsbild allzu unvollständig war, haben wir 
unsere Beobachtungen lieber gar nicht in die Tabelle auf- 
genommen. Auch hinsichtlich der elektrischen Komponenten 
der tabellierten Linien müssen wir den Vorbehalt machen, 
daß sie nur die intensivsten sind; es ist nach den Erfahrungen 
in anderen Fällen sehr wohl möglich, daß noch weitere licht- 
schwächere Komponenten vorhanden sind und die angegebenen 
Komponenten noch weiter zerlegt werden können. Indes 
unabhängig von der Ermittlung und Feststellung weiterer 
Feinheiten können auf Grund der mitgeteilten Tabellen bereits 
folgende prinzipiell wichtigen Züge der behandelten Erscheinung 
als gesichert gelten. 


1) Vgl. J. Stark, Elektrische Spektralanalyse, p. 60. 
2) J. Stark, Ann. d. Phys. 42. p. 197. 1915. 
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Wie der Vergleich der Tabb. I und II, insbesondere für 
das Glied III, erkennen läßt erfahren die Linien der diffusen 
oder ersten Nebenserie der Hg-Triplets eine größere Frequenz-- 
änderung durch das elektrische Feld als die Linien der scharfen 
oder zweiten Nebenserie. Dieses Verhältnis ist dasselbe wie 
für die erste und zweite Nebenserie von Duplets bzw. Einzel-- 
linien des Heliums und Lithiums. 


| 
| 


 Tabelle I. 
Erste Nebenserie der Hg-Triplets. 
Feldstärke 60000 Volt x em. 


im om el 
#8 = Wellen- 42 
| 
3132,0 
23) 3181,7 nicht | 9,4 if 
3125,8 merklich 
3 | 2967,5 1,7 
| | BU2T.6 | 1 Verschiebung bei 
| 1 }) 3025,9 0 83 100000 Volt x em”! an 
3023.7 | + klein 2 7 der Kriimmung deseinen- 
Il 3021,6 5 Endes bemerkbar 
2655,83 + klein 3 esgl. 
2 | 2653,9 + 0,13 8 | 5,6 | ne für 
2652 2 + 0,20 5 100000 Volt x em”! 
3 | 25349 | +014 3:41:84 desgl. 
Gemessen für 
| 4 p+ igs | if 100000 Volt x 
| Bei 60000 Volt x em!“ 
: 
2482,9 0 nicht sicht 
1,55 1 
Pi. | 49 
2002, | ‚I+r120 | 05 
+0,80 | 1 
pi tito | 1 
+0,15 | 05 | 4,6 
8 | +118 | 1 
+0,15 | 05 


Wie weiter insbesondere die Tab. I lehrt, nimmt entlang 
der ersten und zweiten Nebenserie von Hg-Triplets die elek- 
trische Frequenzänderung mit steigender Gliednummer, also 
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mit abnehmender Wellenlänge, zu, ein Gesetz, welchem auch 
alle bis jetzt untersuchten Serien des Wasserstoffs, Heliums 
und Lithiums folgen. 


Tabelle II. 
Zweite Nebenserie der Hg-Triplets. 
Feldstärke 100000 Volt x em!, 


„888 | 
3 Aiin A = é Bemerkungen 
4% 
pe 2 | 2893,7 nicht a | 70 

3 | 2752,9 | merklich 2 6.1 

1 | 2925,5 | + klein 2 7,4 AnKrümmungdeseinen 
ut 2 | 2576,3 BP = 1 5,0 Endes bemerkbar 

3 | 2464,2 0,5 | 4,8 


Wie der Vergleich der Frequenzänderungen der Kom- 
ponenten des Gliedes III in der ersten und zweiten Neben- 
serie zeigt, erfahren innerhalb eines Gliedes die Linien der 
ersten Komponente eine größere Frequenzänderung als die 
Linien der zweiten, diese wieder eine größere Änderung als 
die dritte Komponente. 

An früherer Stelle?) hat der eine von uns die Verbreite- 
rungen der Hg-Serienlinien bei großer Strom- und Dampf- 
dichte miteinander verglichen und festgestellt, daß ihre Ver- 
hältnisse durchaus den vorstehenden Verhältnissen des Effektes 
eines elektrischen Feldes entsprechen. 

Was die Linien der Al-Duplets betrifft, welche wir zu- 
sammen mit den Hg-Linien auf unseren Spektrogrammen er- 
hielten, so muß zunächst ein Untersshied erwähnt werden, 
den sie gegenüber den Hg-Linien aufweisen. Während diese, 
auch wenn sie von dem elektrischen Feld verschoben werden, 
schmal und scharf erscheinen, sind die Al-Linien zumeist 
breiter und immer unscharf. Die Erklärung dieses Aussehens 
der Al-Linien unter unseren Versuchsbedingungen dürfte in 
folgender Überlegung zu suchen sein. Neben den H- und Hg- 
Kanalstrahlen kommen auch Al-Kanalstrahlen vor; stößt ein 


1) G. Wendt, Ann. d. Phys. 45. p. 1257. 1914. 
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Al-Kanalstrahl auf ein Hg-Atom, so kann er an diesem reflek- 
tiert und mit einer Geschwindigkeitskomponente senkrecht zu 
seiner anfänglichen Geschwindigkeit, also parallel der Achse 
des Spaltrohres aus seiner Bahn herausgeworfen werden. Zu- 
dem mögen Hg-Kanalstrahlen auf verhältlich ruhende Al- 
Atome durch ihren Stoß Bewegungsgröße mit einer Kompo- 
nente in der Sehlinie des Spektrographen übertragen.!) So 
werden in dem Raum zwischen Hilfselektrode und Kanal- 
strahlenkathode Al-Strahlen zwar überwiegend senkrecht zur 
Sehlinie, zu einem Teil aber auch in dieser mit verschiedenen 
Geschwindigkeiten verlaufen. Die gleichzeitigen Folgen hier- 
von werden auf Grund des Dopplereffektes Verbreiterung und 
Unschärfe der Linien sein. In Tab. III sind für mehrere 


. Al-Linien ihre Verbreiterungen im Unterschied von benach- 


barten Hg-Linien mitgeteilt. 


Tabelle III. 
Erste Nebenserie der Al-Duplets. 


Glied- |Kompon.-, Wellen- | Verbreiterung | Feldstärke ispersion 
nummer | nummer | länge 4 Adiin Ä Volt x em”!/A x mm”! 
I [nicht merklich 100 000 } 8,8 
1 2575,2 0,34 
it 2 2568,1 0.20 100 000 | 4,9 
| 
| a | se 0,48 


Was diese Tab. III hinsichtlich der Frequenzänderung 
durch das elektrische Feld betrifft, so zeigt sie, was der eine 
von uns bereits an anderer Stelle?) mitteilte, daß für die von 
uns benutzte Dispersion und Feldstärke eine deutliche Zer- 
legung oder Verschiebung der Linien der drei ersten Glieder 
der ersten Nebenserie der Al-Duplets nicht bemerkbar ist. 
Lediglich bei den Linien des Gliedes III mag die größere Ver- 
breiterung im Vergleich zu derjenigen der Linien von Glied II 


1) J. Stark, Ann. d. Phys. 42. p. 168. 1913. 
2) R. A. Wetzel, Phys. Rev. 4. p. 550. 1914. 
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eine Wirkung des elektrischen Feldes andeuten. Denn die 
größere Verbreiterung läßt sich nicht restlos aus der Zu- 
nahme der Dispersion unter gleichzeitiger Abnahme des Doppler- 
effektes erklären. Außer den Al-Duplets der ersten Neben- 
serie wurden auch, wenngleich erheblich weniger intensiv, 
die Linien des Gliedes II und III der zweiten Nebenserie be- 
obachtet; eine Frequenzänderung durch das elektrische Feld 
war an ihnen unter unseren Versuchsbudingungen nicht nach- 
weisbar. . 


Aachen, Physik. Inst. d. Techn. Hochschule, 
25. April 1916. 


(Eingegangen 1. Mai 1916.) 
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4. Uber 
die Symmetrie der Kristall-Réntgenogramme; 
von M, v. Laue, 


$1. In der Literatur findet sich vielfach die wohl auf 
Friedel!) zurückgehende Behauptung, die Réntgenstrahl- 
interferenzen an Kristallen besäßen ebenso wie der Vorgang 
der Lichtfortpflanzung an sich ein räumliches Symmetrie- 
zentrum, sodaß man unter keinen Umständen an ihnen er- 
* kennen könnte, ob der Kristall ein solches Zentrum hat oder 
nicht, und daß es infolgedessen dafür nicht 32, sondern nur 
wie für die Optik 11 unterscheidbare Kristallsysteme gäbe, Die 
Überlegungen, durch welche Friedel dies erweisen will, lauten: 

„Dans une symétrie holoédre, done centrée, & tout plan 
de symetrie correspond un axe binaire (ou en général pair) qui 
est lui normal, et réciproquement. Lorsque on passe de holo- 
édrie & une hémiédrie, de ces trois éléments, axe, plan et 
centre, deux disparaissent nécessairement ensemble: Or ima- 
ginons deux rayons diffractés A et A’ symétriques par rapport 
4 un plan de symétrie, dans la diffraction produite par un 
cristal holoédre convenablement orienté. Ces deux rayons 
sont aussi bien symétriques l'un de Vautre par rapport a laze 
binaire normal au plan. Par contre, chacun est son propre symé- 
trique par rapport au centre. Supposons maintenant, que le 
cristal, au lieu d’étre holoédre, ait l’une des deux hémiédries 
non centrées, e’est-A-dire l’holoaxie ou l‘antihemiédrie. En ce 
cas, il subsiste toujours de l’holoedrie, soit l‘axe binaire, soit 
le plan de symétrie. Cela suffit pour que les deux rayons 
A et A’, identiques par symétrie dans le cas de l’holoédrie, 
restent forcement identiques par symétrie dans le cas de |’hémi- 
édrie. Par suite, en aucun cas, les radiogrammes ne pourront 
relever l’absence de centre...“ 

Dieser Beweis scheint uns in mehr als einer Hinsicht an- 
fechtbar. Schon der Anfangssatz schlieBt das trikline System 


1) G. Friedel, Compt. rend. 157. p. 1533, 1913. 
Annalen der Physik. IV. Folge, 50. 29 
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von der Betrachtung aus, da es bei seiner Holoedrie keine 
Symmetrieebene oder -achse gibt. Die beiden kursiv ge- 
druckten Sätze sind sodann zum mindesten unklar, weil darin 
von der Richtung des einfallenden Strahles nicht die Rede 
ist; hält man letztere Richtung fest, so sind sie falsch, wie 
der erste Blick auf die Versuchsergebnisse zeigt. Aber setzen 
wir einmal den für Hrn. Friedel günstigen Fall, daß er den 
gebeugten Strahl und seinen Gegenstrahl bei umgekehrter 
Richtung des einfallenden miteinander vergleicht (in diesem 
Fall treffen die kursiv gedruckten Sätze tatsächlich zu), so 
bleibt immer noch der durch das ,,forcement“ bekräftigte 
Schluß unverständlich. Er ließe sich gerade so gut auf irgend 
zwei kristallographische Richtungen A und A’ anwenden und 
zeigte dann, daß es überhaupt keine Kristallsysteme ohne 
Symmetriezentrum geben kann. 

Wir wollen im Gegensatz hierzu zeigen, daß die Richtig- 
keit des Satzes: „Der Vorgang der Röntgenstrahlbeugung hat 
an sich ein Symmetriezentrum“ von einer Voraussetzung physi- 
kalischen Inhaltes abhängt, die, nach den vorliegenden Ver- 
suchen zu urteilen, zwar immer erfüllt ist, sich aber ihrem 
ganzen Wesen nach nicht geometrisch beweisen läßt. Die 
mathematisch genaue Form dieses Satzes aber scheint uns zu 
lauten: Unterwirft man bei festgehaltener Richtung und Inten- 
sität des einfallenden Strahles den Kristall einer Inversion, so 
bleibt Richtung und Intensität jedes gebeugten Strahles erhalten. 
Oder, was dasselbe sagt: Kehrt man in einem und demselben 
Kristall die Richtung des einfallenden Strahles bei gleichbleibender 
Intensität um, so kehrt auch jeder gebeugte Strahl seine Rich- 
tung ohne Intensitätsä um. 

$2. Wir gehen aus von den Gleichungen für die Lage 
eines gebeugten Strahles. Sind a,, a, a, die Kanten des 
Elementarparallelepipeds des Raumgitters, 3, und 3 zwei 
Einheitsvektoren in der Richtung des einfallenden und eines 
gebeugten Strahles, die ganzen Zahlen h,, he, hg die Ordnungs- 
zahlen des letzteren, und ist A die Wellenlänge, so gehorcht 3 
den drei Gleichungen’): 


1) Vgl. M. v. Laue, Festschrift der Dozenten der Universität 
Zürich 1914 oder Jahrb. d. Radioakt. u. Elektr. 11. p. 308. 1914. Gl. (8); 
oder Enzykl. d. mathem. Wiss. 5., 24 („Wellenoptik“ von M. v. Laue 
und P. S. Epstein), Gl. (177). 
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(1) (01,8 — 8) = (Ag, 3 — Bo) = hg (ag, 8 — Bo) = hg 
Bei gleichzeitiger Umkehr von 3 und 3, bleiben diese Glei- 
chungen bestehen, nur daß die Zahlen h ihr Vorzeichen 
wechseln. Achten wir also nur auf die Richtung, nicht auf 
die Intensität des gebeugten Strahles, so trifft die in Rede 
stehende Behauptung ohne weiteres zu. Da durch die Vek- 
toren Ay, Ag, Az nur ein einfaches Raumgitter gegeben ist, das 
selbst ein Symmetriezentrum besitzt, so ist das keineswegs 
zu verwundern. 

§ 3. Im allgemeinen sind aber nicht nur die Eckpunkte 
der soeben genannten Elementarparallelepipede mit Atomen 
besetzt, sondern es finden sich solche der gleichen oder einer 
anderen Art auch in deren Inneren. Wie a. a. O. denken wir 
uns eine ,,eingestrichene“ Atomart in ihrer Lage durch den 
Vektor tr’ bestimmt, der von einem ,,ungestrichenen“, in einem 
Eekpunkte befindlichen Atom zu einem benachbarten ein- 
gestrichenen hinführt, ferner eine „zweigestrichene“ Atomart 
durch den entsprechend definierten Vektor t’’ bestimmt, usw. | 
Jeder Atomart ist ein Beugungsfaktor W, W’... zugeordnet, | 

| 


in dem Sinn, das jedes Atom unter dem Einfluß der ein- 
fallenden Welle Mittelpunkt einer Kugelwelle: 


wird. (Diese Darstellung gilt fiir den Hertzschen Vektor, 
aus dem man die Feldstärken durch gewisse Differentiationen 
findet, und außerdem nur für hinreichend große Abstände 
von dem Atom; doch diskutieren wir ja überhaupt nur für 
solche). Die Intensität des Strahles ist dann proportional 
zum ,,Strukturfaktor“?): 


} 
back 


1) Vgl. die vorhergehende Anmerkung. Es handelt sich in den 
zuerst erwähnten Veröffentlichungen um (G1). 30) und (31), in dem Enzykl.- 
Artikel um Gl. (202) und (203). Der Temperatureinfluß zeigt sich nach 
P. Debye (Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 15. p. 678) und nach M. v. Laue 
(Ann. d. Phys. 42. p. 1561. 1913. Gl. [8]) darin, daß zu jedem ' noch 
b ein Faktor (22)? 
e 
hinzutritt, wenigstens soweit die klassische Statistik gilt.. Wir denken 
uns diesen für das Folgende belanglosen Faktor mit in das ¥ einbezogen. 
. 29* 
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436 M. v. Laue. 
Es fragt sich, ob auch er bei einer gleichzeitigen Umkehr 
von 3 und 3, seinen Wert behält. 

Die Antwort auf diese Frage hängt offenbar ganz wesent- 
lich von den Beugungsfaktoren % ab. Von vornherein läßt 
sich über sie nur sagen, daß sie im allgemeinen komplexe, 
von den Richtungen 3 und 3, sowie von der Wellenlänge A 
abhängige Größen sind. Man macht nun wohl immer die 
Annahme, daß wenigstens für den Beugungseinfluß auf Röntgen- 
strahlen jedes Atom zentrische Symmetrie besitzt, ja, daß es 
sich dabei sogar als Punkt, also wie mit Kugelsymmetrie 
begabt, verhält. Dann muß % von den Richtungen 8 und 3, 
unabhängig sein.) Das ist keineswegs selbstverständlich. In 
mechanischer Beziehung z. B. können die im KC! vertretenen 
Atome nicht beide kugelsymmetrisch sein ; sonst gehörte dieser 
Kristall, wie das nach Bragg?) ebenso gebaute NaCl, zur 
holoedrischen Klasse des regulären Systems, was nach den 
Ätzversuchen von Brauns und Linck®) nicht zutrifft. 
Aber für die Beugung wird diese Annahme theoretisch 
durch die heutige ‚Vorstellung vom Bau der Atome sehr 
wahrscheinlich gemacht, nach der die Röntgenstrahlen über- 
haupt nur durch den innersten Kern der Atome beeinflußt 
werden, der in seinen Abmessungen gegen den mechanisch 
gemessenen Atomdurchmesser äußerst klein ist; und außerdem 
hat sie sich bei den kristallographischen Untersuchungen der 
Hrn. Bragg, denen sie stets zugrunde liegt, trefflich bewährt. 
Wir wollen sie im folgenden stets beibehalten. 


Ist aber auch % nur von der Wellenlänge und der 
Atomart abhängig, so kann es doch eine komplexe Größe 
(= |¥|¢*) sein; 9 ist dann die Phasendifferenz zwischen 
der einfallenden Welle und der von ihr im Atom erzwungenen 
Schwingung. 


1) Hätten wir die 3X nicht auf den Hertzschen Vektor, sondern 
auf eine der Feldstärken bezogen, so müßten wir ¥ proportional 
zu sin? y setzen, wo y den Winkel zwischen der elektrischen Schwingung 
in der einfallenden Welle und der Richtung 3 mißt. 

2) W. L. Bragg, Proc, Roy. Soc. Am. 89. p. 248. 1913; deutsch 
Zeitschr. f. anorg. Chem. 90. p. 185. 1914. 

3) G. Linck, Tschermaks mineralog. Mitteil. 12. p. 82. 1891; 
‚B. Brauns, :Neues Jahrb. f, Mineralogie 1886. Teil I. p. 224. 
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§ 4. Hat der Kristall selbst ein Symmetriezentrum, so 
zeigt sich dies natürlich ohne weitere Voraussetzung auch bei 
der Beugung der Röntgenstrahlen. In diesem Fall muß der 
Strukturfaktor (2) eine Umkehr aller r,’t”... ohne Wert- 
änderung zulassen, weil diese die Kristallstruktur nicht ver- 
ändert. Die Umkehr von 3 und 3, wirkt aber auf jenen Faktor 
genau so wie die Umkehr aller t’...; es wechseln die Ex- 
ponenten in (2) ihr Vorzeichen, doch bleibt der Faktor selbst 
unverändert. 

Man sieht dies mehr im einzelnen, wenn man bedenkt, 
daß bei der Inversion eines zentrisch-symmetrischen Kristalls 
jedes im Inneren eines Elementarparallelepipeds gelegene 
Atom in ein ihm gleiches, aber anders gelegenes übergeht, 
was sich in 

+a,+a,—r 
ausdrückt. Außerdem kann es vorkommen, daß dabei Atome 
in gleichgelegene übergehen, dann nämlich, wenn die zuge- 
hörigen Vektoren 
= "a, + +0," a,), = 0 oder 1) 
sind. Der Strukturfaktor nimmt so die Form an: 
| W(e * 


a, + + a") 8 — &) |” 


+ Wirve 

In Riicksicht auf die Gleichungen (1) kann man dafiir schreiben: 
n, n 2 

B+ 2W! 00 (r', 3—8,) +... 


Eine Umkehr von 8 und 3, ändert die Kosinusse nicht, und 
auch der Faktor (— bleibt dabei erhalten, 
weil die Ordnungszahlen h nach § 2 nur ihr Vorzeichen 
wechseln. 

Es könnte vielleicht Verdacht erregen, daß wir hier zum 
Nachweis der Unveränderlichkeit des Strukturfaktors die Glei- 
chungen (1) für die Lage der Interferenzmazima benutzen; denn 
das Zusammenwirken der von den einzelnen Atomen gebeugten 
Wellen ergibt ja nach allen Richtungen eine zerstreute Strah- 
lung, die freilich gegenüber den genannten Maximalstellen 
um so schwächer ist, je größer der durchstrahlte Teil des 
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438 M. v. Laue. 
Raumgitters ist. Zur Ableitung des Strukturfaktors (2) sind 
die Gleichungen (1) nicht benutzt; er gilt also fiir alle Rich- 
tungen. So könnte die Forderung berechtigt erscheinen, daß 
der Strukturfaktor auch ohne Rücksicht auf (1) bei zentrisch- 
symmetrischen Anordnungen gegen eine Umkehr von 8 und % 
unverönderlich ist, was tatsächlich ohne eine Annahme über 
die Beugungsfaktoren % nicht der Fall ist. Gegen diesen Ein- 
wand ist zu sagen, daß man bei einem endlichen Kristall die 
Unveränderlichkeit der Beugungserscheinung gegen Inversion 
nicht mit mathematischer Strenge fordern kann, solange nicht 
auch seine Abgrenzung bei der Inversion in sich selbst über- 
geht. Solange man über die Begrenzung nichts voraussetzen 
will, gelten alle unsere Betrachtungen nur für unendliche 
Ausdehnung, und in diesem Fall tritt abgebeugte Strahlung 
schlechterdings nur in den durch die Gleichungen (1) ge- 
kennzeichneten Maximalrichtungen auf. Das erkennt man 
durch Grenzübergang aus unseren Betrachtungen oder viel- 
leicht noch mathematisch genauer an einschlägigen Unter- 
suchungen von Ewald.!) 


$5. Hat der Kristall kein Symmetriezentrum, so können 
wir für alle Atome in ihm 


v = a, + By a, + Bs’ Og, 

= a, + a, + A,” a, 
usw. setzen, wobei die ß beliebige echte Brüche mit den Grenz- 
fällen 0 und 1 sind. Unter Rücksicht auf (1) nimmt der 
Strukturfaktor (2) dann die Form 


an, wobei die Exponenten ebenfalls gebrochene Zahlen sind. 
Bei der Umkehr von 8 und 8, wechseln nach $ 2 die ganzen 
Zahlen h ihr Vorzeichen. Dafür, daß dabei (2a) unverändert 
bleibt, wie man auch die Zahlen h wählen mag, ist notwendig 
und hinreichend, daß alle Beugungsfaktoren 


usw. entweder dasselbe # haben, oder daß sich die verschie- 
denen ı# nur um 2% voneinander unterscheiden. Denn aus © 


1) P. P. Ewald, Physik. Zeitschr. 14. p. 465. 1913; Ann. d. Phys. 
49. p. 117. §7. 1916. 
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was wir auch 
hy + Ba! hs) + + Ba’ Ia) 4. , .) 
= + Bal + Ba! Ia)! 4. YS” 
schreiben kénnen, wenn wir unter Uw’... de zu YW’... 


konjugiert komplexen Ausdriicke verstehen, folgt durch Aus- 
multiplizieren und Umstellung der Summanden: 


0 = — BW) sin [2 (B,' h, + By’ hy + By’ 
(8) + yy”) sin [22 h, hy + Bs” hs)) +. 
+ (Pwr — wr Hsin (2 x ((B,” — + By" — Bi 

+ — Bs)y) 

Damit dies für alle Kelsliaggn Werte von hy, hs, Az gilt, muß 

_ = |sin(o” — F) = 0, 

wp W”|sin(9" — 9) = 0 


(4) 


sein; danach sind alle #-Differenzen gleich 0 oder 2. 


Dieser Schluß bleibt auch dann zwingend, wenn die Lage 
einiger der vorhandenen Atome mit einem Symmetriezentrum 
verträglich ist, d.h. wenn die zugehörigen Vektoren r™ der 
einen oder anderen der in $ 4 erwähnten Bedingungen ge- 
nügen. Zwar verschwinden in (8), wie eine einfache Rechnung 
zeigt, alle Sumanden, welche von einem Paar derartiger Atome 
herrühren; aber unter den Gleichungen (4) finden sich auch 
solche, die sich auf ein Atom der genannten Art und auf ein 
anderes beziehen, so daß sich nichts wesentliches ändert. 


Damit also ohne Rücksicht auf die Symmetriedes Kristalls für 
die Röntgenstrahlbeugung ein Symmetriezentrum vorhanden ist, ist 
(abgesehen von der vorausgesetzten Punktförmigkeit der Atome für 
diesen Vorgang) notwendige und hinreichende Bedingung, daß alle 
Atome auf eine auffallende Röntgenwelle entweder mit der gleichen 
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Phasendifferenz ansprechen, oder daß nur zwei um x verschiedene 
Werte bei diesen Phasendifferenzen vorkommen. Die Herren 
Bragg haben beı ihren so erfolgreichen Untersuchungen über 
den Kristallbau stets gleiche Phasendifferenzen stillschweigend 
vorausgesetzt. Ob nicht auch Phasendifferenzen x vorkommen, 
muß dahingestellt bleiben. 

$6. Ist die einfallende Welle nicht einfarbig, sondern 
von einem kontinuierlichen Spektrum, so wird die Intensität, 
abgesehen vom Strukturfaktor, noch zum „Lorentzschen 
Faktor‘ proportional, der sich im wesentlichen aus den Ord- 
nungszahlen h und Grundvektoren 

_ _ [es %] 
des reziproken Raumgitters nach der Formel 
1 
(hr By + habe + by)? 

zusammensetzt.!) Da eine Umkehr von 3 und 3, nach $ 2 
nur das Vorzeichen der Ordnungszahlen h verändert, bleibt 
er dabei ungeändert, spielt also für unsere Betrachtungen 
überhaupt keine Rolle. 

$7. Das Bisherige zusammenfassend können wir sagen: Der 
Satz, daß der Vorgang der Röntgenstrahlbeugung an sich ein 
Symmetriezentrum besitzt, ist keineswegs geometrisch abzu- 
leiten. Tatsächlich scheint er nach den bisher vorliegenden Ver- 
suchen durchweg zuzutreffen. Die Röntgenogramme von Haga 
und Jaeger?), welche bei den rhombischen Kristallen nicht 
die danach zu erwartende Symmetrie aufweisen, können nicht 
als Gegengrund angeführt werden. Denn sieht man von der 
Intensität der gebeugten Strahlen einmai ab, so folgt aus den 
Gleichungen (1) ohne weitere Voraussetzung, daß für die Lage 
der gebeugten Strahlen ein solches Zentrum stets vorhanden 
ist; in Fig. 6 der vorletzten und in den Figg. 18 und 16 auf 
Tafel IV der letzten der genannten Veröffentlichungen aber 
gehorcht schon die Lage der Interferenzpunkte nicht dem zu 
erwartenden Symmetriegesetz, ein sicheres Zeichen, daß — 
wie auch die Verfasser schließen — die Durchstrahlung des 


1) M. v. Laue, Enzykl.-Artikel (vgl. die Anmerkung auf p. 434) 
Gl. (19). 

2) H. Haga u, F. M. Jaeger, Proc. Amsterdam 17. p. 1204. 1915; 
18, p. 542 u. 559. 1915. 
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Raumgitters tatsächlich nicht in der beabsichtigten Richtung 
geschah. 

Wenn sich also jener Satz in der Erfahrung bestätigt, 
so ist daraus zu schließen, daß alle Atome auf Röntgen- 
strahlwellen mit der gleichen Phasenverzögerung ansprechen ; 
oder daß doch nur zwei um 2 verschiedene Phasenverzöge- 
rungen vorkommen. Es fragt sich, ob wir hierin eine Eigen- 
tümlichkeit der Atome oder lediglich eine Wirkung der Raum- 
gitteranordnung sehen sollen; es ist nämlich zu bedenken, daß 
die Beugungsfaktoren % für das einzelne und für das dem 
Gitter angehörende Atom nicht übereinzustimmen brauchen. 

$ 8. Eine bestimmte Antwort auf diese Frage läßt sich 
zurzeit mangels einer hinreichend sichergestellten Atomdynamik 
wohl nicht geben. Ersetzen wir die Atome durch Dipole, 
welche nach der klassischen Dynamik unter dem Einfluß einer 
quasielastischen Kraft reibungsfrei um eine Ruhelage schwingen, 
so läßt sich aber zeigen, daß die erwähnte Eigentümlichkeit 
der Beugungsfaktoren allein aus der Anordnung hervorgeht. 
Wir werden die gegenseitige Beeinflussung der Atome im Raum- 
gitter am einfachsten ermitteln, wenn wir uns mit Ewald!) 
. den Kristall nach allen Richtungen hin unendlich ausgedehnt 
denken. Ewald hat zwar nur ein einfaches rhombisches 
Raumgitter untersucht, doch werden wir sein Ergebnis, daß 
in ihm ein System ebener Wellen möglich ist, die in der Rich- 
tung mit dem einfallenden und dem gebeugten Wellen unserer 
Betrachtungen übereinstimmen, unbedenklich auf beliebige 
kompliziertere Gitter übertragen können; spricht doch auch 
der Grenzübergang von unserer Theorie des endlichen Kristalls 
dafür, daß bei über alle Grenzen wachsendem Kristall nur in 
den genannten Richtungen Strahlen übrig bleiben. Nun läßt 
sich bekanntlich an den Maxwellschen Gleichungen für den 
leeren Raum zeigen, daß zu jedem elektromagnetischen Vor- 
gang seine Umkehrung möglich ist, die sich von ihm lediglich 
in der Richtung der magnetischen Feldstärken und im Ab- 
laufssinn der Zeit unterscheidet; die Strahlrichtungen sind 
dabei gerade die entgegengesetzten wie zuvor. Ebenso läßt 
die Newtonsche Mechanik zu jedem reibungsfreien mecha- 
nischen Vorgang die Umkehrung zu, die sich von ihm im Ab- 
laufssinn der Zeit unterscheidet. Daraus folgt, daß in unserem 


1) P. P. Ewald, vgl. Anm. auf p. 438, 
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Raumgitter aus reibungsfreien Dipolen zu dem genannten 
Wellenvorgang auch die Umkehrung möglich ist, die aus ihm 
durch Umkehr aller Strahlrichtungen unter Aufrechterhaltung 
der zugehörigen Intensitäten hervorgeht. Damit wäre wohl 
auf die einfachste und tiefgehendste Weise gezeigt, daß der 
Vorgang der Röntgenstrahlbeugung an sich ein Symetriezen- 
trum hat, wenn man die Atome als reibungsfreie Dipole auf- 
fassen könnte. 

Man bestätigt auch leicht, daß dann nur Phasenverzöge- 
rungen ® auftreten können, die einander gleich sind oder sich 
um 2 unterscheiden. Der einzelne Dipol hätte trotz seiner 
vorausgesetzten Reibungsfreiheit eine Dämpfung als Folge der 
Ausstrahlung elektromagnetischer Energie ;infolge dessen würde 
er periodische erzwungene Schwingungen mit einer Phasenver- 
zögerung gegen die erregende Kraft ausführen, die alle mög- 
lichen Werte zwischen 0 und # haben kann. Im Raumgitter 
von unendlicher Ausdehnung fällt die Ausstrahlung und die 
damit verbundene Dämpfung aber fort; oder in anderer Aus- 
drucksweise, die elektromagnetische Dämpfungskraft des ein- 
zelnen Dipols wird durch die Einwirkung der anderen Dipole 
aufgehoben. Dann aber spricht er auf eine periodische er- 
regende Kraft entweder mit der Phasenverzögerung 0 oder 2 
an, je nachdem deren Frequenz kleiner oder größer ist, als seine 
Eigenfrequenz. Im Raumgitter müssen also alle Phasenver- 
zögerungen 0 oder a sein, was mit dem Satz von $ 5 über- 
einstimmt. Im reibungsfreien Dipolraumgitter ist es also ledig- 
lich eine Folge der Gitteranordnung, daß ein Symmetriezentrum 
für die Röntgenstrahlbeugung auftritt und daß die Phasenver- 
zögerungen nur zwei um n verschiedene Werte annehmen können, 
die Reibungslosigkeit scheint dabei aber notwendige Voraussetzung. 
Bei wirklichen Atomen, bei denen wir freilich diese Folgerung 
aus der klassischen Mechanik nicht ohhe weiteres anwenden 
dürfen, haben wir stets Absorption der Röntgenstrahlen. Es 
wäre eine interessante Frage für den Versuch, ob sich nicht, 
namentlich bei stark absorbierenden Kristallen, und wenn die 
Frequenz der einfallenden Strahlung nahe einer Eigenfrequenz 
des Atomes liegt, doch Ausnahmen von beiden Sätzen fest- 
stellen lassen.) 


1) Die Theorie der Röntgenstrahlinterferenzen setzt bisher in jeder 
ihrer verschiedenen Fassungen absorptionsfreie Kristalle voraus ; die 
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§ 9. Zum Schluß möchten wir, ohne auf dies Bedenken ein- 
zugehen, auf eine Folge des Satzes, daß ein Symmetriezentrum 
vorhanden ist, aufmerksam machen, die eigentlich fast trivial 
ist, aber doch wohl einmal ausgesprochen werden muß. In Fig.1 
soll OS der einfallende Strahl sein, der ein 
kontinuierliches Spektrum enthalten mag, 
und OS8,, OS,, OS, drei beliebige (nicht in 
einer Ebene liegende) gebeugte Strahlen, die 
sich in der Wellenlänge und der Intensität 
unterscheiden werden. Die Punkte S,, S,, Sz 
liegen in einer zu OS senkrechten Ebene, . 
stellen also einen Teil der Interferenzfigur 
dar, wie wir sie auf einer zum einfallenden 
Strahl senkrechten photographischen Platte 
auffangen könnten. 


Ss 


Wenden wir nun den einfallenden Strahl, 
so wenden sich, wie gezeigt, auch alle ge- 
beugten Strahlen ohne sonstige Anderung 
und es entsteht Fig. 2. Das Dreieck S,, 
S,, Ss, das wieder die Interferenzfigur dar- 
stellt, ist dabei dem entsprechenden Dreieck 
in Fig. 1 kongruent; auch stimmen die 
Punkte S, in beiden in Wellenlänge und 
Intensität überein, ebenso die Punkte S, und $ 
S,. Verändert hat sich aber der Umlaufs- Fig. 2. 
sinn des Dreiecks S,, S,, S, um den ein- 
fallenden Strahl. Bei jedem Kristall entstehen also bei der 
Durchstrahlung in entgegengesetzten Richtungen kongruente In- 
terferenzbilder, die sich aber im Umlaufssinn um den einfallen- 


Absorption zu berücksichtigen wäre nicht leicht, weil dabei die Ab- 
grenzung des Kristalls wesentlich in Frage käme. Man kann aber mit 
Sicherheit sagen, daß an den Gleichungen 1 dabei nichts geändert würde, 
denn deren Aussage: „Die Gangunterschiede zwischen je zwei der in- 
terferierenden Wellen müssen ganze Wellenlängen betragen“, behält ihre 
Bedeutung. Und ebenso würde wohl der Strukturfaktor (2) seine Bedeu- 
tung behalten; denn er gibt den Interferenzeffekt zwischen den Atomen 
desselben Elementarparallelepipedes an, und auf Strecken, die mit dessen 
Abmessungen vergleichbar sind, kann auch bei stärkster Absorption kein 
merklicher Abfall der Intensität eintreten. Damit aber bleiben die 
Voraussetzungen für die Überlegungen der $$ 2—5 unverändert. 
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dan Strahl unterscheiden. falls sich ein Umlaufssinn überhaupt 
eindeutig feststellen läßt.!) 

Dies erscheint zunächst merkwürdig, weil wir doch beim 
Vorhandensein eines Symmetriezentrums Richtung und Gegen- 
richtung als gleichwertig bezeichnen müssen. Da für die 
Röntgenstrahlbeugung ein solches stets da ist, können wir 
zur Veranschaulichung auf den einfachsten Fall, ein nur in den 
Eckpunkten mit Atomen besetztes Raumgitter, zurückgreifen. 

Wir legen dazu die drei Vektoren a,, a, a3 in beliebige 
Punktreihen des Gitters so, daß sie alle mit dem einfallenden 
Strahl 8, spitze Winkel bilden ; als Grenzwerte lassen wir auch 
die Winkel 0 und $2 zu. Die Numerierung 1 2 8 wählen 
wir so, daß sie in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. 
Sie stellen dann in derselben Reihenfolge eine Rechtsdrehung 
um den einfallenden Strahl vor. Drehen wir jetzt den ein- 
fallenden Strahl um, und wählen wir die Grundvektoren des 
Raumgitters wieder so, daß keiner einen stumpfen Winkel 
mit 3, bildet, so gelangen wir zu den Vektoren 


= —, = — Oy = — 

Die Reihenfolge a,’a,’a,’ bildet dann aber ein Linkssystem, 
oder anders gesagt, eine Linksdrehung um den einfallenden 
Strahl. Dieser Unterschied ruft nach den Gleichungen (1) 
unmittelbar den verschiedenen Drehsinn im Interferenzbild her- 
vor. Man weist auf ihn hin, wenn man sich der Ausdrucks- 
weise bedient: „Der Kristall wird nach der Fläche (p qr) 
durchstrahlt“ falls der einfallende Strahl auf ihr senkrecht 
steht; denn dann lautet der Satz: Durchstrahlung nach (pgqr) 
und (#957) ergibt Interferenzbilder von verschiedenem Umlaufs- 
sinn, wenn überhaupt ein solcher da ist. 

Ausgeschlossen ist ein Drehsinn und damit ein Unter- 
schied zwischen den beiden kongruenten Interferenzbildern, 
wenn eine Symmetrieebene durch den einfallenden Strahl 
geht oder eine geradzählige Achse auf ihm senkrecht steht. 
Beides kommt auf dasselbe hinaus, weil für diese Vorgänge 
ein Symmetriezentrum immer vorhanden ist und damit — 
für diese Vorgänge '— zu jeder geradzähligen Achse eine ihr 


1) F.Rinne, Ber.d. Kgl. Sächs. Akad. 67. p. 303. 1915, beweist auf 
anderem Wege und in anderer Ausdrucksweise dasselbe, aber unter Be- 
schränkung auf die Lage der Interferenzpunkte. 
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senkrechte .Symmetrieebene und umgekehrt gehört. Jeder 
solche Achse oder Ebene entspricht im Interferenzbild eine 
Symmetrielinie, und damit ist keine eindeutige Festlegung 
eines Umlaufssinnes verträglich. Sonst aber kann auch bei 
hoher Symmetrie des Kristalls sehr wohl ein Drehsinn auf- 
treten, das zeigt sehr deutlich die Durchstrahlung des Apatits 
parallel seiner sechszähligen Hauptachse.!) Durchstrahlung in 
entgegengesetzten Richtungen hat Rinne?) am Cyanit und 
Diopsid vorgenommen. Seine Figuren zeigen aufs deutlichste 
den verschiedenen Drehsinn. 

Quarz hat infolge seiner drei zweizähligen Nebenachsen 
drei .Symmetrielinien bei Durchstrahlung längs der Haupt- 
achse, und eine, wenn der einfallende Strahl senkrecht zu 
(1011) oder (1010) ist.*) Bei Durchstrahlung längs einer Neben- 
achse liegt hingegen kein Grund zu einer Symmetrielinie vor. 
Vergleicht man die entsprechende Aufnahme von F. Rinne‘) 
mit einer von Haga und Jaeger?) veröffentlichten und einer 
eigenen Aufnahme des Verfassers, die zwar nicht veröffentlicht, 
aber gelegentlich auf wissenschaftlichen Kongressen gezeigt 
wurde, so findet man zunächst zwei ausgesprochene Sym- 
metrielinien für -die Lage, aber in der Tat an einigen sym- 
metrisch gelegenen Flecken in allen Aufnahmen überein- 
stimmend Spuren verschiedener Intensität, also einen Drehsinn. 

$ 10. Der Satz von $ 9 gestattet nun auch die Entschei- 
dung darüber, ob sich enantimorphe Kristalle, im Röntgeno- 
gramm unterscheiden. Denken wir uns beide Kristalle neben- 
einander in der Lage, wie sie durch Inversion auseinander 
hervorgehen, und durchstrahlen wir sie dann mit zwei einander 
parallelen, gleichgerichteten Strahlen [also nach derselben 


1) F. Rinne,l.c. Taf. XVI, 2. Apatit hat außer der Hauptachse als 
einziges Symmetrieelement eine zu ihr senkrechte Ebene. 1 

2) F. Rinne, l. c. Tafel III und IV. 

3) F. Rinne, 1. c. Tafel XII, 1, 2; XIII, 1. — H. Haga u. F. M. 
Jaeger, Proc. Amsterdam 18. p. 542, Tafel VII, Fig. 15. Text p. 550, 
meinen, an ihrem nicht veröffentlichten Röntgenogramm nach (1010) ge- 
legentlich zwei Symmetrielinien gesehen zu haben. Das dürfte ein Be- 
obachtungsfehler sein; bei Rinne ist nur eine vertikale derartige Linie 
vorhanden. 

4) l.c. Tafel XIII, 2. 

5) H. Haga u. F. M. Jaeger, Proc, Amsterdam 18. p. 542. 1915. 
Tafel IV, Fig. 13. Die anomale Fig. 14 ist wohl durch Zwillingsbildung 
zu erklären; vgl. weiter unten im Text. 
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Fläche (pgqr)], so müssen völlig, auch im Umlaufssinn um 
den einfallenden Strahl übereinstimmende Bilder entstehen. 
Denn man könnte es am Interferenzbild gar nicht merken, 
wenn beide Kristalle miteinander vertauscht würden. 

Bei diesem Versuch wären aber die Durchstrahlungs- 
richtungen nicht physikalisch gleichwertig. Wäre z. B. der 
eine Kristall ein Rechtsquarz, und wiese der einfallende Strahl 
bei ihm parallel zu einer Nebenachse vom pyroelektrisch- 
analogen zum antilogen Pol, so geschähe die Durchstrahlung 
beim anderen in der Richtung vom antilogen zum analogen 
Pol. Um beide Kristalle in physikalisch gleichwertigen, d. h. 
durch Inversion auseinander hervorgehenden Richtungen zu 
durchstrahlen, müssen wir vielmehr im einen den einfallenden 
Strahl wenden, und dabei erhält das Interferenzbild nach § 7 
den entgegengesetzten Drehsinn. Durchstrahlt man also enantio- 
morphe Kristalle in Richtungen, die beim Übergang vom Rechts- 
zum Linkskristall ineinander übergehen [oder anders ausgedrückt, 
nach den Flächen (pqr) und (#är)], so entstehen Interferenz- 
bilder von verschiedenem Drehsinn um den einfallenden Strahl 
— falls überhaupt ein eindeutiger Drehsinn da ist. Ist die in 
§ 7 angegebene Beobachtung an den Interferenzbildern des 
Quarzes nach (1210) richtig, so ist es demnach möglich, 
zwischen Rechts- und Linksquarz zu unterscheiden, indem 
man beide vom pyroelektrisch analogen zum antilogen Pol 
hin durchstrahlt. Durchstrahlt man aber zwei ineinander ge- 
wachsene Quarze längs der gemeinsamen Nebenachse, so 
müssen sich die Unterschiede der Intensität, die den Dreh- 
sinn bedingen, zum Teil oder auch ganz aufheben.!) 

Trotzdem bleibt bestehen, daß sich enantiomorphe Kri- 
stalle infolge des Hinzutretens eines Symmetriezentrums durch 
Röntgenstrahlbeugung allein nicht unterscheiden lassen; denn 
zur Feststellung der physikalisch gleichwertigen Richtungen 
bedarf es notwendig einer anderen Beobachtung, wie beim 
Quarz z. B. eines pyroelektrischen Versuches; nur in Ver- 
bindung damit gelingt die Unterscheidung. 


1) Vgl. H. Haga u. F. M. Jaeger, Proc „Amsterdam 18. p. 542. 1915. 


Tafel IV, Fig. 14. Daß hier Zwillingsbildung der Grund sein kann, haben 
diese Autoren schon gesehen. 


Frankfurt a.M., Institut f. theoretische Physik, Mai 1916. 
(Eingegangen 6. Mai 1916.) 
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5. Uber die elektrischen Erscheinungen 
der Grenzflächen von wässerigen Lösungen und 
Isolatoren; 
von @. Borelius. 


1. Die Erscheinungen und die Methoden zu deren Untersuchung. 


Die Erscheinungen, elektrische und andere, die an Grenz- 
flächen von wässerigen, elektrolytischen Lösungen und ver- 
schiedenen Stoffen auftreten, werden im allgemeinen auf einen 
oder mehrere der drei folgenden Vorgänge zurückgeführt. 

1. Der Stoff kann als Moleküle oder Ionen in die Lösung 
gehen. 

2. Der Stoff kann selbst ein Lösungsmittel sein, so daß 
sich die gelösten Elektrolyte oder ihre Ionen zwischen dem 
Wasser und dem Stoff verteilen. 

3. Die gelösten Elektrolyte oder ihre Ionen können an der 
Grenzfläche adsorbiert werden. 

Im folgenden werden besonders solche Fälle behandelt, 
wo wir es mit wässerigen Lösungen in Berührung mit möglichst 
unangreifbaren und gut isolierenden festen oder flüssigen Stoffen 
zu tun haben, und wo also vorzugsweise die dritte Méglich- 
keit zu erwarten ist. Damit wollen wir aber in der strittigen 
Frage, inwieweit die Grenzerscheinungen im genannten Falle 
auf eine bloße Adsorption zurückzuführen sind, von vorn- 
herein gar nichts gesagt haben. 

Zu einer Erkenntnis der Struktur der Grenzschichten ge- 
langen wir wohl am besten in der Weise, daß die verschiedenen 
Erscheinungen der Grenzflächen in ihrer Abhängigkeit von 
Art und Konzentration der Elektrolyte an demselben Materiale 
studiert werden. Die wichtigsten Untersuchungsmethoden der 
Erscheinungen sind dabei die folgenden: 

Direkte Messung der Grenzpotentiale durch die schlechten 
Leiter hindurch. 

Messungen der elektrokinetischen oder elektrosmotischen 
Effekte. 

Messung der Elektrisierung nach Berührung. 
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Fällung suspendierter Teilchen durch Elektrolyte. 
Messungen an Grenzflächenspannungen. 
Absorptionsmessungen. 

Alle diese Methoden sind zwar öfter angewendet worden; 
gut vergleichbare Resultate, am selben Material erhalten, liegen 
aber bis in die letzte Zeit kaum mehr als bei den elektro- 
osmotischen Effekten vor. Es hatte bei diesen das Interesse 
darin gegipfelt, die Helmholtzsche Theorie zu prüfen, nach- 
dem alle diese Effekte auf denselben Potentialsprung zwischen 
bewegten und der Grenzfläche anhaftenden Schichten der 
Lösungen zurückzuführen sind. Vom Gesichtspunkte einer 
Erforschung der Struktur der Grenzschichten aus ergeben 
somit alle diese Erscheinungen immer dasselbe, nämlich die 
Erkenntnis des genannten Potentialsprungs. In den letzten 
Jahren sind aber eine Reihe von Untersuchungen über Lö- 
sungen in Berührung mit Isolatoren nach verschiedenen Me- 
thoden ausgeführt worden, und es liegen heute recht um- 
fassende und allseitige Messungen an Glas und Quarz sowie 
auch an Paraffin vor. 


Schwierigkeiten bei der Deutung der an Glas und Quarz 
erhaltenen MeBresultate. 

Das Meßmaterial ist für Glas und Quarz ganz besonders 
reichhaltig. Trotzdem ist es aber für unseren Zweck nicht 
recht brauchbar, da diese Substanzen in bezug auf die Grenz- 
potentiale nicht als typische Isolatoren gelten können. 

Es braucht nur an die direkten Potentialmessungen von 
Haber und Klemensiewiez!) erinnert zu werden, nach 
denen sich die untersuchten Thüringer Gläser gegenüber Säuren 
und Basen ebenso verhalten wie eine Wasserstoff- oder OH- 
Elektrode konstanter Konzentration. Ähnliche Messungen sind 
später auch vom Verfasser ausgeführt worden, und zwar 
konnte ich durch geeignete Wahl der Konzentrationen der 
untersuchten Lösungen konstatieren, daß bei HCl-Lésungen 
und einem gewöhnlichen (vermutlich Thüringer) Glas die For- 
derungen der Haberschen Theorie streng quantitativ erfüllt 
waren. Bei KOH-Lösungen zeigte sich eine bestimmte, wenn 
auch nicht sehr große Abweichung von der Theorie, die wahr- 
scheinlich solehen (Adsorptions-) Erscheinungen zuzuschreiben 


1) F. Haber u. Z. Klemensiewicz, Zeitschr, f, physik, Chem. 
67. p. 385. 1909, 
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ist, die auch bei den neutralen Salzen die Grenzpotentiale mit 
der Konzentration variieren Jassen. 

Die Einwirkung der neutralen Salze ist durch direkte 
Potentialmessungen noch sehr wenig untersucht worden. Daß 
eine Einwirkung überhaupt existiert, geht jedoch indirekt aus 
mehreren früheren Messungen des Verfassers hervor, und ich 
habe es auch kürzlich durch einen direkten Versuch kon- 
statiert. Es zeigte sich nämlich, daß Wiener Normal-Geräte- 
glas gegenüber eine normale CuSO,-Lösung um 94 Millivolt mehr 
in positiver Richtung aufgeladen wurde als gegenüber einer 
0,01 normalen. 

Der Verfasser hat auch an klarem Quarz qualitative Über- 
einstimmung mit der Elektrodenwirkungstheorie gefunden. Die 
Änderungen des Grenzpotentials des Verfassers durch Säuren 
und Basen gehen in der geforderten Richtung; sie sind jedoch 
kleiner, als es die Theorie voraussetzt. 

Weitere Messungen über das Verhalten nesälitiien Gläser, 
besonders auch gegenüber neutralen Salzen, erscheinen sehr 
wünschenswert mit Rücksicht auf das große Vergleichungs- 
material, das wir schon durch die mannigfaltigen elektroosmo- 
tischen Messungen haben, und es ist daher eine solche Unter- 
suchung nach der Methode des Verfassers am hiesigen Institut 
schon unternommen worden. 

Da wir hier über diesen Punkt nicht so ausführlich handeln 
wollen, genügt es, für eine Übersicht der vorliegenden elektro- 
osmotischen Messungen auf die gute Zusammenstellung von 
M. v. Smoluchowski!) in Graetz’ Handbuch zu verweisen. 

Vergleichen wir dann die Resultate der elektroosmotischen 
Messungen an Glas sowohl untereinander wie mit den E.M.K. 
der Grenzflächen, so treten aber große Schwierigkeiten zutage, 
und es ist auch nicht schwer, direkte Widersprüche nachzuweisen. 
Ohne auf Einzelheiten einzugehen, wollen wir allgemein deren 
mögliche Ursachen etwas erörtern. 

Zunächst haben wir die besonders von Freundlich?) 
hervorgehobene, für alle Grenzflächen geltende Tatsache, daß 
die elektroosmotisch wirksame Potentialdifferenz nur einen 
Teil des ganzen Grenzpotentials bilden kann, und zwar den 
Potentialsprung zwischen bewegten und an der Grenzfläche 


1) L. Graetz, Handb. d. Elektr. u.d. Magn. Bd. II. p. 366 u. f. 1914. 
2) H. Freundlich, Kapillarchemie p. 243 u. f. 1909. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 50. 80 
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haftenden Schichten der Lösung. Dazu kommen aber spezielle, 
durch die Eigenschaften der Gläser hervorgerufene Schwierig- 
keiten, die wir voraussichtlich an anderem, geeigneteren Ver- 
suchsmaterial werden vermeiden können. 

Unter diesen Schwierigkeiten haben wir erstens die schon 
besprochene Elektrodenwirkung, die sich obne jeden Zweifel 
auch in mehreren elektroosmotischen Messungen zeigt, z. B. 
in den oft wahrgenommenen Sonderstellungen der ’Basen, die 
eben in der Richtung einer Elektrodenwirkung auftreten. 

Die Elektrodenwirkung verursacht auch bei Messungen an 
Neutralsalzen eine große Abhängigkeit vom Reinheitsgrade des 
verwendeten Wassers, und dazu muß vielleicht auf die Hydro- 
lyse ganz besondere Rücksicht genommen werden, was bis 
heute oft nicht geschehen ist. Weiter ist das Glas kein gut 
definierbares Material. Im Gegenteil ist es sehr wahrschein- 
lich, daß verschiedene Gläser infolge ihrer verschiedenen Lös- 
lichkeiten recht verschieden auftreten können. 

Ich glaube, daß diese mannigfaltigen Erscheinungen und 
Möglichkeiten am besten durch direkte Messungen der Grenz- 
potentiale auseinandergesetzt werden. Bis ausreichende Mes- 
sungen dieser Art vorliegen, lassen wir lieber die Potentiale 
an Glas und Quarz dahingestellt und wenden unsere weitere 
Untersuchung ausschließlich den Erscheinungen am Paraffin 
zu, wo die Aussichten zurzeit viel günstiger liegen. 


Paraffin als Untersuchungsmaterial. 


Die chemischen und physikalischen Eigenschaften des 
Paraffins machen es schon von vornherein wahrscheinlich, daß 
man hier hoffen kann, typische Gesetzmäßigkeiten zu ent- 
decken. Das Paraffin ist ein außerordentlich guter Isolator 
und dazu durch die Lösungen chemisch sehr wenig angreifbar. 
Weiter gibt es in der Reihe des Paraffins mehrere nahe ver- 
wandte Homologen mit verschiedenen Schmelzpunkten, so daß 
es möglich wird, voraussichtlich vergleichbare Resultate zu 
bekommen, sowohl Messungen an festem Paraffin vorzunehmen, 
wie auch solche Untersuchungen auszuführen wie z. B. über 
die Grenzflächenspannungen, bei denen nur eine flüssige Sub- 
stanz verwendet werden kann. Die Grenzflächen von Paraffin 
bzw. Paraffinöl und Lösungen sind auch in den letzten Zeiten 
in verschiedener Weise untersucht worden. Wir wollen daher 
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die an den Grenzflächen von Paraffin und wässerigen Lösungen 
auftretenden Erscheinungen einer näheren vergleichenden Er- 
örterung unterwerfen und stellen zu diesem Zweck zunächst 
die Untersuchungen zusammen, auf die im folgenden ein- 
gegangen werden wird. 

Der Verfasser hat direkte Reh oder 
Messungen der E.M.K. der Grenzflächen von festem Paraffin 
und wässerigen Lösungen ausgeführt. Die ersten Messungen 
darüber sind früher in dieser Zeitschrift!) veröffentlicht worden. 
Weitere Resultate finden sich in einer akademischen Abhand- 


lung?) in schwedischer, Sprache. Diese Messungen werden im 


folgenden mit mehreren neuen zusammengestellt und aus dem 
gesammelten Material empirische Gesetzmäßigkeiten abgeleitet. 

Kataphoretische Untersuchungen an Paraffindltrépfchen in 
Lösungen sind ausgeführt von P. Ellis®) und nach Ellis’ Me- 
thode auch von F. Powis.*) 

Untersuchungen über die Elektrisierung von Paraffin (so- 
wie anderen Isolatoren) nach Berührung mit wässerigen Lö- 
sungen sind zuerst von Christiansen®) unternommen worden 
und zwar nach zwei verschiedenen Methoden. Später haben 
Coehn und Franken®) mit verfeinerten Apparaten dieselbe 
Elektrisierung untersucht. 

Da es sehr wünschenswert erscheint, unsere durch Mes- 
sungen elektrischer Art erhaltenen Kenntnisse dieser Grenz- 
flächen auch durch andere Untersuchungen zu ergänzen, hat 
Hr. A. E. Lind auf Veranlassung des Verfassers eine Unter- 
suchung über die Grenzflächenspannungen von Paraffinöl mit 
wässerigen Lösungen unternommen. Die Untersuchung ist aber 
nicht abgeschlossen. 


Die Grenzpotentialmessungen des Verfassers. 


Der Verfasser hat die bei direkten Potentialmessungen 
hervortretenden Grenzpotentiale an den Grenzflächen von 
Paraffin mit einer großen Zahl wässeriger Lösungen untersucht. 


1) G. Borelius, Ann. d. Phys. 45. p. 929. 1914. 


2) G. Borelius, Undersökning av Gränspotentialer. Lund 1915. 


3) P. Ellis, Zeitschr. f. physik. Chem, 78. p. 321. 1911. 
4) F. Powis, Zeitschr. f. physik. Chem. 89. p. 91. 1914. 


5) C. Christiansen, Overs. Dansk. Vid. Selsk. Forh. p. 581. 1909; 


p. 238. 1911; Ann. d. Phys. 40. p. 107. 1913. 
6) A. Coehn u. J. Franken, Ann. d. Phys. 48. p. 1005. 1915. 
30* 
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Die Schwierigkeiten, die durch die große Isolationsfähigkeit 
des Paraffins bedingt werden, sind dabei durch eine besondere 
Meßmethode überwunden worden. Für alles Methodische wird 
auf die schon erwähnten Schriften verwiesen; im folgenden 
werden nur die Resultate zusammengestellt, von denen mehrere 
in den früheren Veröffentlichungen noch nicht mitgeteilt sind. 

Für alle untersuchten Elektrolyte kann die Abhängigkeit 
der Grenzpotentiale P von der Konzentration der Lösungen 
bei mäßigen Verdünnungen durch eine Gleichung von der Form 
(1) P=P,+k- 
gut dargestellt werden. P bedeutet hier das Potential des 
Paraffins minus das der Lösung. P; und k sind Konstanten. 
x ist die Leitfähigkeit der Lösung, die sich mit Vorteil statt 
der Konzentration als unabhängige Variabel verwenden läßt; 
was auch durchaus verständlich ist, da hier aller Wahrschein- 
lichkeit nach die Ionen maßgebend sind und die Leitfähigkeit der 
Ionenkonzentration proportional zunimmt. Bei allen Lösungen, 
mit Ausnahme von denen des vierwertigen ThCl,, bei denen be- 
sondere Verhältnisse vorliegen, wurde das Paraffin mit steigen- 
der Konzentration positiver; das k war somit meistens positiv. 

Es muß besonders hervorgehoben werden, daß die gemes- 
senen Grenzpotentiale Gleichgewichtszustände darstellen, die 
erst nach geraumer Zeit eintreten, und zwar ist die Zeit, die 
die Grenzschicht zu ihrer Ausbildung nötig hat, bei verschie- 
denen Elektrolyten verschieden. Im allgemeinen war eine 
Viertelstunde ausreichend ; in einigen Fällen aber, so vor allem 
bei den wenig konzentrierten Lösungen gewisser Natriumsalze, 
war eine so große Zeit (mehrere Stunden) notwendig, daß eine 
Messung auf Grund der unvermeidlichen langsamen Ände- 
rungen in der Versuchsanordnung infolge Änderung der Feuch- 
tigkeit und Temperatur des Zimmers usw. sehr unsicher oder 
sogar unmöglich wurde. 

Die genannten Gesetzmäßigkeiten zeigen sich im allgemeinen 
erst von einer gewissen Minimumkonzentration an, die für die 
meisten Elektrolyte ungefähr bei 0,001 normal liegt. 

Die Wirkungen der verschiedenen Elektrolyte werden am 
besten durch die k-Werte der Formel (1) charakterisiert. Die 
Resultate der Messungen dieser k-Werte an neunzehn Elektro- 
lyten sind in der Tab. 1 zusammengestellt. Die verschiedenen 
Elektrolyte sind bei denselben Konzentrationen untersucht 
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worden, die oben in der Tabelle in Grammäquivalenten pro 
Liter angegeben sind. Diese Konzentrationen variieren bei- 
nahe in einer geometrischen Progression mit dem Quotient 5. 
Sie umfassen einen Konzentrationsbereich von ungefähr 0,0002 
bis 0,5 normal. Die in der Tabelle enthaltenen k-Werte sind 
aus den Messungen und der,Formel (1) nach der Methode der 
kleinsten Quadrate berechnet. Unter den Konzentrations- 
angaben sind die zugehörigen Differenzen zwischen den ge- 
messenen und den nach der Formel wiederberechneten Potential- 
werten angegeben. Diese Differenzen zeigen die Gültigkeit 
der Formel (1) und geben zugleich eine Kontrolle der nume- 
rischen Rechnungen. Sie sind ebenso wie die k-Werte in Milli- 
volt angegeben. Die Messungen sind bei Zimmertemperatur 
um 18° ausgeführt. 


Tabelle 1. 

= 
Nr) P peobachtet — P berechnet 

Konzentration 0,111 |0,555 | & 
HC,H,0, 45,4 |(+12]| +1 | -3 | +2-| -2 | +1 | 183 
HCl 39,6 [-69 | 0 | +1 | -4| +3] © | 180 
HJ 36,7 |[+10]| +2 | -1 | -3 | +1 | +1 | 180 
HNO, 34,0 |[+4] } +2 | -2 | -2 | 0) +1 | 186 
KC,H,0, 41,8 | [+ 30}} -2 | +1 | +1 | +1 | -1 | 180 
KC! 1 | 37,8 |(+12}]| +1 | -2 | -2 | +4 | -2 | 200 
2 374 |[+7]| -1 0 | -1 | +5 | -3 |,185 
KJ 23,6 |[+12]} 0 | -1 0 | +2] -1 | 175 
KNO, 15 |[-1]| 0 o| -1 | -1 | +1 | 173 
KOH 283 |[+4] | +1 | -2 | 0 | +3 | -2 | 180 
K,S0, 29,9 |[-2] | -1 O | +1 | +2 | -2 | 177 
NaC,H;0, 1 | 34,4 | [+ 19] Sa +2 | -3| 0] +1 | 170 
2 | 31,9 | [+28]/ [+7] | -ı | +2 | -1 | 0 | 185 
NaCl 254 | 0 -3 | +2 | 155 
2 | 22,6 |[-8] | -ı 0 | +1 | +3 | -3 | 180 
NaJ 13,9 +1] 178 
NaNO, 7,3 -1 | +2 | -1 | 190 
NaOH 20,6 |[+4] | +2 | -1 | -3 0 | +2 | 160 
2| 20,4 | [+8] | +1 0 | +1 | -3 | +1 | 160 
LiCl 1| 15,1 |[-7] | -2 0 | +4 | +1 | -2 | 200 
; 2| 13,9 |[-3] | -1 | +3 | -2 | -1 | +1 | 180 
AgNO, 155 |[-2]| 0 01 0/1 0) 0} 153 
CaCl, 162 |{[-7] | +2 | -ı | -2 | 0 | +2 | 170 
CuSO, 27,9 |{+3} | © | -1 | | +1 | -1 | 195 


Da die durch die Formel ausgedrückte Gesetzmäßigkeit 
für mehrere Elektrolyte unterhalb einer Konzentration von 
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ungefähr 0,001 normal nicht mehr gilt, sind die Messungen 
an den verdünntesten 0,00016 normalen Lösungen bei der Be- 
rechnung nicht mitgenommen worden. Dasselbe gilt bei 
NaC,H,0, auch für die nächste 0,00088 normale Lösung. Bei 
NaNO, und NaJ sind aus oben erwähnten Gründen nur für 
die drei stärksten Lösungen brauchbare Resultate gewonnen 
worden. 


Aus doppelten Messungen, die an fünf Stoffen ausgeführt 
sind, läßt sich ein mittlerer Fehler der k-Werte von 1,0 Milli- 
volt berechnen. Die Vergleichbarkeit der k-Werte wird viel- 
leicht durch die Temperaturvariationen ein wenig gestört. 
Eine Fehlerquelle ist bei mehreren Substanzen die erwähnte 
langsame Ausbildung der Grenzpotentiale. Eine zweite steckt 
vielleicht in der Berechnung von Flüssigkeitspotentialen. Es 
waren nämlich bei den Messungen die untersuchten Lösungen 
vermittelst einer Robrleitung mit normaler KCl-Lösung mit 
einer Kalomelnormalelektrode verbunden. Die Mündung der 
Rohrleitung war bei den ersten Messungen mit einem losen 
Baumwollstopfen versehen, was vielleicht nicht ganz zweck- 
mäßig war. Bei den späteren war sie zu einer umgebogenen 
Spitze ausgezogen. Die Berechnung wurde nach der Formel 
von Henderson!) ausgeführt. Eine unzulässige Approximation 
machte die früher veröffentlichten k-Werte im allgemeinen um 
0,4 Millivolt zu hoch. Dieser Fehler sowie eine fehlerhafte Be- 
rechnung bei NaOH sind jetzt berichtigt worden. 

Die berechneten Werte der Konstanten P, in der Formel (1) 
sind infolge zeitlicher Variationen in der Versuchsanordnung 
nicht gut vergleichbar und daher von keinem Interesse. Statt 
dieser habe ich 0,02-normale Lösungen einiger Kaliumsalze 
und Chloride gegenüber einer gleichkonzentrierten KCl-Lésung 
gemessen. Die Resultate sind in Tab. 2 mitgeteilt. Das Po- 
tential des Paraffins gegenüber der 0,02-normalen KCl-Lösung 
ist dabei zu + 100 Millivolt angesetzt. Dies ist natürlich ganz 
willkürlich, da die Methode nur relative Messungen zuläßt. 
Mit dem gewählten Absolutwert kommen die untersten Potential- 
werte, die bei reinem Wasser gewonnen sind, ungefähr bei Null 
zu liegen. Diese Wasserwerte sind jedoch aus mehreren Grün- 
den äußerst schwankend. 


1) P. Henderson, Zeitschr. f. physik. Chem. 68. p. 325. 1908. 
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Tabelle 2. 


0,02 n. HCl 0,02 n. KC,H,0, 

»  KNO, 


In Tab. 8 habe ich in ähnlicher Weise vergleichbare Potential- 
werte von verschieden konzentrierten Lösungen der Chloride 
von K, Ca, Al und Th zusammengestellt. Die Resultate werden 
später weiter erörtert und sind in der Figur verzeichnet. Für 
KCl und CaCl, sind die Flüssigkeitspotentiale berechnet und 
abgezogen. Für AIC], und ThCl, ist dies infolge Mangels an 
Leitfähigkeitsbestimmungen nicht möglich. Derselbe Mangel 
erschwert bei diesen Stoffen eine Berechnung der k-Werte, 
die daher nicht ausgeführt worden ist. 


Tabelle 3. 


CaCl, 


+ 46 
63 
78 
90 


108 


Gesetzmäßigkeiten in der Einwirkung von einwertigen 
Elektrolyten auf die Grenzpotentialen bei Paraffin. 


Die Tab. 1 enthält unter anderem Messungen an sämt- 


+ + + 

lichen Verbindungen der Kationen H, K und Na mit den An- 
ionen C,H,0,, Cl, OH, J und NO,. Bei der Wahl eben dieser 
Stoffe ist besonders für eine möglichst große Variation der 
Wanderungsgeschwindigkeiten gesorgt. Auch variieren diese 
bei den Kationen von 81548, bei den Anionen von 174—85. 


An diesem Material wollen wir die Abhängigkeit der Kon- 
stante k der empirischen Gleichung (1) 


(1) P=P,+k log 
von der Art der Elektrolyte näher untersuchen. 
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Bemerkenswert ist dabei zunächst, daß die Säuren und 
Basen gar keine Sonderstellung einnehmen wie bei- den meisten 
Untersuchungen an anderen Isolatoren. 

Entschiedene Gesetzmäßigkeiten in den k-Werten sind 
leicht nachzuweisen. Werden sie den Ionen der Elektrolyte 
in der Weise zugeordnet, wie in der Tab. 4 geschehen ist, so 
nehmen sie ausnahmslos von links nach rechts, von oben nach 
unten ab. 


Tabelle 4. 

H K Na 
C,H,0, 45,4 41,8 33,2 
Cl 39,6 37,6 24,0 
OH 28,3 20,5 
J 36,7 23,6 13,9 
NO, 34,0 11,5 7,3 


Dieses Verhalten läßt vermuten, daß jede Ionenart immer 
in einer bestimmten Weise wirkt. Die k-Werte können jedoch 
nicht direkt additiv berechnet werden; es ist z. B.: 


kuc,H,o, kuno, = 11,4 Millivolt, 
dagegen: 
hyac,u,0, - kyano, = 25,9 Millivolt. 


Eine empirische Formgl von sehr einfacher Form, die die 
MeBresultate leidlich gut wiedergibt, ist: 
(2) k= 51,7 Millivolt, 
wo U den Kationen, V den Anionen charakteristische Kon- 
stanten sind. 57,7 ist der Wert des Nernstschen Konstantes 
bei 18°. Aus den vierzehn k-Werten sind die acht Konstanten 
der Tab. 5 berechnet. Die Zahlen enthalten einen willkür- 


Tabelle 5. 

Kation U Anion V 
H 944 98 
K 564 oe 148 
Na 369 OH 180 
Li 247 J 219 
Ag | | 28 
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lichen Faktor. Die Berechnungen sind nicht ganz streng durch- 
geführt. Die Resultate sind durch wiederholte Approximatianen 
gewonnen. In der Tabelle sind noch die entsprechenden U- 
und V-Werte für Li und Ag eingeführt. 

Die Differenzen der beobachteten und nach der Formel (2) 
wiederberechneten k-Werte sind in Tab. 6 enthalten. Der 
mittlere Fehler ist 2,6 Millivolt. Es kann aber nicht geleugnet 
werden, daß die Abweichungen in einigen Fällen. unwahr- 
scheinlich groß sind, und daß sie dazu nicht ganz zufällig ver- 
teilt sind. Besonders die Nitrate passen nicht sehr gut in das 


Behema. Tabelle 6. 


| 
| 
| 


(8) 


utv 


die Meßresultate” wiederzugeben. Hier bedeuten u und v die 
Wanderungsgeschwindigkeiten der Ionen, 

und 

u+rv u+rv 
somit deren Überführungszahlen. A und B sind Konstanten, 
die den Kationen bzw. den Anionen angehören; A und B sind 


für die acht Ionen H, K, Na und C,H,0,, Cl, OH, J, NO, aus 
den Messungen an ihren vierzehn Verbindungen nach der Me- 
thode der kleinsten Quadrate berechnet. Die A-Werte für Li 
und Ag sind aus den Messungen an LiCl und AgNO, gewonnen. 
Die Resultate sind in Tab. 7 in Millivolt angegeben. 


Tabelle 7. 


| 
| 
| 
d | 
n d 
d 
e | 
0 | 
| Na | 
C,H,0, - 1,6 +11 | - 0,2 u 
Cl — 2,3 + 3,9 — 0,6 
OH 1,5 + 0,6 
J + 0,6 - 1,9 - 0,8 N 
NO, +40 - 6,3 +12 
1 
Besser als (2) scheint eine Formel von der Form | 
Kation | A | Anion | 2 
H + 45,3 CHO, + 14,6 
K + 57,2 Cc + 11,4 
Na + 48,9 OH + 15,3 . 
Li + 19,2 J - 88 \ 
Ag + 54,0 NO, - 27,6 
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Die Differenzen der beobachteten und nach der Forme] 
wiederberechneten Werte fiir k befinden sich in Tab. 8. Als 
mittlerer Fehler ergibt sich 2,2 Millivolt. 


Tabelle 8. 

H K Na 
C,H,0, + 3,1 0,5 0,5 
Cl + 0,1 + 3,2 — 2,7 
OH — 0,1 — 0,2 
J + 0,9 — 4,2 +33 
NO, + 0,7 + 1,6 -- 1,6 


Einfluß der Wertigkeit der Kationen, Vergleich der direkt und 
kataphoretisch gemessenen Grenzpotentiale. 


In der Tab. 3 sind Messungen an Chloriden von ein- bis 
vierwertigen Metallen zusammengestellt. Dieselben Resultate 
sind oben in der Figur wiedergegeben. Als Abszissenwert dient 
der Logarithmus der Konzentration, ausgedrückt in Millimol 
pro Liter. Als Ordinaten sind die Potentiale des Paraffins 
gegenüber den Lösungen eingezeichnet, wobei wie früher das 
Potential gegenüber 0,02-normaler KCl-Lésung gleich + 100 
Millivolt gesetzt ist. . 

Mit Hilfe der Fig. 1 kann der Einfluß der verschiedenen 
Chloride in folgender Weise beschrieben werden. Das Paraffin 
ist gegen eine elektrolytische Lösung immer positiver als gegen 
reines Wasser. In kleinen Konzentrationen wirken die Salze 
um so mehr erhöhend auf das Potential des Paraffins, je höher 
die Wertigkeit des Kations ist. Bei größeren Konzentrationen 
werden die Konzentrationskurven zu schwach gekrümmten 
Linien. Die Leitfähigkeit statt der Konzentration als unab- 
hängiger Variabel verwendet, würde gemäß der Gleichung (1) 
Geraden ergeben haben. Die Neigungswinkel dieser Linien 
gegen die Abszissenachse sind mit steigender Wertigkeit kleiner 
und ist bei Thorium sogar negativ. Die gegenseitigen Lagen 
der verschiedenen Kurven werden also bei einer mittleren Kon- 
zentration ganz umgelegt. 

Diese Messungen sind nun auch besonders gut geeignet, 
die direkt gemessenen Potentiale mit den elektrokinetisch 
wirksamen zu vergleichen. Vergleichsmaterial finden wir in 
einer Untersuchung über die Kataphorese von Paraffinölkügelchen 
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die von F. Powis) nach einer Methode von Ellis ausgeführt 
ist. Powis hat Lösungen der Chloride von Kalium, Barium, 
Aluminium und Thorium verwendet. Seine Resultate sind 


Potentiale von Paraffin und Paraffinöl in Berührung mit wässerigen 
Lösungen. 


£ 


Direkt gemessene Potentiale (Borelius) 


Kataphoretische Potentiale (Powis) 


3 5 

Fig. 1. log ¢ + 10° 
oben in der Figur eingezeichnet, und zwar mit den schon be- 
sprochenen Abzissenwerten. Als Ordinate dient der kata- 
phoretische Potentialsprung, in Millivolt angegeben. Der Ordi- 
natenwert wird gréBer, wenn das Paraffin positiver aufgeladen 


1) F. Powis, l. ce. 
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wird. Im Gegensatz zu den Verhältnissen bei den direkt ge- 
messenen Potentialen kann hier die absolute Größe angegeben 
werden. Bei starker Verdünnung besteht eine unverkennbare 
Übereinstimmung in den gegenseitigen Lagen der verschiedenen 
Konzentrationskurven für die direkt und kataphoretisch ge- 
messenen Grenzpotentiale. Übrigens zeigen sich auch bei den 
kataphoretischen Kurven in dieser Darstellung die nahezu ge- 
raden Linien; am deutlichsten ist dies bei KCl zn sehen. Bei 
stärkeren Konzentrationen besteht aber eine entschiedene Un- 
gleichheit. Alle die kataphoretischen Kurven nähern sich hier 
der Nullinie, während die anderen geradeaus gehen. 


Die berührungselektrischen Erscheinungen. 


Die Elektrisierung von Isolatoren nach Berührung mit 
verschiedenen Elektrolyten sind zuerst ausführlich von C. Chri- 
stiansen!) untersucht worden. Er hat dabei zwei verschiedene 
Methoden angewendet. Bei der ersten wurden die Lösungen 
in einem inwendig mit Paraffin, Pech, Wachs usw. überzogenen 
Glasrohre aufgesogen und die Ladung des Isolators, nachdem 
die Lösungen wieder hinausgetrieben waren, gemessen. Bei 
- der zweiten wurden die Lösungen, durch einen Luftstrom zer- 
stäubt, in ein Rohr gespritzt. Die Resultate der zweiten Me- 
thode sind, wie auch Smoluchowski in Graetz’ Handbuch ?) 
bemerkt, etwas schwer zu deuten, da bei ihnen nicht nur die 
berührungselektrischen, sondern auch die wasserfallelektrischen 
Effekte mitwirken. Kürzlich haben A. Coehn und J. Franken?) 
die berührungselektrische Aufladung in wässerigen Lösungen 
eben an Paraffin näher untersucht. Sie ließen eine mit Paraffin 
überzogene Platinkugel nicht nur einmal, sondern wiederholt 
in die Lösung eintauchen und beobachteten den sehr gut re- 
produzierbaren Endzustand. Sie haben auch die berührungs- 
elektrische Aufladung als Funktion der Temperatur zwischen 
0° und 30° untersucht. 

Die Messungen von Christiansen sowohl wie die von 
Coehn und Franken stehen mit den direkten Potentialmes- 
sungen des Verfassers qualitativ in bester Übereinstimmung. 
Coehn und Franken finden nämlich, daß Paraffin in Be- 


2) Bd. II, p. 428. 
3) 1. ce. 
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rührung mit reinem Wasser negativ geladen wird. Beim Zu- 
setzen eines Elektrolyts wird das Paraffin mit steigender Kon- 
zentration weniger negativ oder, bei starken Lösungen der 
am meisten effektiven Elektrolyte, sogar positiv umgeladen. 
Am kräftigsten wirken dabei die Säuren. 


Es liegt vielleicht nahe, zu untersuchen, ob das Ver- 
schwinden der Aufladung beim Berühren zur Feststellung eines 
Nullpunktes auch für die direkt gemessenen Potentialsprünge 
dienen kann. Wir müssen aber darauf achten, daß der berüh- 
rungselektrische effektive Potentialsprung vielleicht - wie der 
elektroosmotische nur ein Teil des ganzen Grenzpotentials ist. 
Es ist daher kaum möglich, einen zwingenden Beweis für eine 
solche Identität aufzufinden. Im Gegenteil scheint dies sogar 
unwahrscheinlich zu werden dadurch, daß die bei Paraffin 
berührungselektrisch inaktiven Lösungen recht verschiedene 
direkte Potentiale aufweisen. 


Aus den Angaben von Coehn und Franken berechne ich 
2. B. die isoelektrische Konzentration bei 18° für HCl zu un- 
gefähr 0,005-normal und für LiCl zu 8-normal. Bei der Berech- 
nung habe ich eine logarithmische, isotherme Abhängigkeit 
von der Konzentration vorausgesetzt, die in der Tat, z. B. 
bei HCl, mit den MeBresultaten am besten vereinbar ist. Bei. 
NaCl, KCl sowie bei fast allen Elektrolyten, die Säuren und 
Lithiumsalze ausgenommen, ist sie auch bei Sättigung noch 
nicht erreicht. Die Berechnung der entsprechenden direkten 
Grenzpotentiale P, ergibt dann aus den Angaben der Tabb. 1 
und 2 (bei den Salzen durch Extrapolieren) die folgenden Werte, 
das Potential des Paraffins gegen 0,02-normal KC] gleich +100 


ess HCl: P, = + 95 Millivolt, 
Lith: P, =4+120 
NaCl: P; > + 140 ete 
K0:P,>+17% „ 


P; scheint also mit dem Gewicht des Kations zu steigen. 


Es kann aber vielleicht zu den berührungs-elektrischen 
Messungen eine Bemerkung gemacht werden, die schon von 
vornherein einen Vergleich mit den direkten Messungen un- 
sicher macht. Die Aufladung geschieht beim Trennen des 
Paraffins und der Lösung. Bei dem Trennungsrand ist 
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dann aber immer Luft zugegen, und da das Paraffin nicht 
angefeuchtet wird, dringt die Luft als eine erst sehr dünne 
(dann immer dickere) Schicht zwischen Paraffin und Lösung 
hinein. Wenn auch über die Einwirkung dieser Luftschicht 
gar nichts mit Sicherheit ausgesagt werden kann, so muB doch 
darauf aufmerksam gemacht werden, daß an freien Oberflächen 
die Säuren oder überhaupt Elektrolyte mit leichten Kationen 
anders wirken als die übrigen. 


Natur der Grenzpotentiale, Dimensionen der Grenzschicht. 


Für das Zustandekommen der Doppelschichten, die wir 
nach Helmholtz an den Grenzflächen haben, können zwei 
verschiedene Grundursachen angegeben werden. Erstens kann 
nach Coehn!) Verschiedenheit in der Dielektrizitätskonstante 
allein eine Grenzpotentialdifferenz hervorrufen. Zweitens können 
sie durch die chemischen oder osmotischen Wirkungen der 
Ionen hervorgebracht werden. Daß die osmotischen Wirkungen 
für die Grenzpotentiale eine große Rolle spielen, ist nicht zu 
bezweifeln. Dagegen sind wohl gegen die Coehnsche Theorie 
mehrmals Einwände erhoben worden, ohne daß es jedoch mög- 
lich gewesen wäre, sie aufzugeben cder sie durch irgendeine 
andere zu ersetzen, die uns dieselben Dienste leisten könnte. 


‘Die Coehnsche empirische Regel sagt uns, daß bei der Be- 


rührung zweier Dielektrika verschiedener Dielektrizitätskon- 
stanten dasjenige positiv geladen wird, welches die kleinste 
Dielektrizitätskonstante besitzt, und zwar ist die Aufladung 
der Differenz der Konstanten einigermaßen proportional. Der 
Sinn der Aufladung des Paraffins in Berührung mit reinem 
Wasser ist in voller Übereinstimmung mit Coehns Regel. Das 
Paraffin, das von den beiden die kleinste Dielektrizitäts- 
konstante besitzt, wird nämlich, wie aus den elektroosmotischen 
und berührungselektrischen Messungen hervorgeht, negativ. 
Wir nehmen also an, daß das Grenzpotential an der Grenz- 
fläche reines Wasser—Paraffin zu einem großen Teile schon 
dem Wasser als Dielektrikum zuzuschreiben ist. Zu den rein 
dielektrischen Wirkungen des Wassers dürften wir jedoch auch 


+ 
mit einem Einfluß der Verteilung der H und OH-Ionen zu 


1) A. Coehn, Wied. Ann. 64. p. 217. 1898. 
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rechnen haben. Es sei übrigens erwähnt, daß Lenard!) einen 
Versuch gemacht hat, die Entstehung der Coehnschen Doppel- 
schicht dadurch zu erklären, daß die elektrischen Bestandteile 
der Moleküle, unter Einwirkung der Molekularkräfte der Grenz- 
schicht. gegenseitig verschoben werden. 

Wird ein Elektrolyt dem Wasser zugesetzt, so werden seine 
Ionen, unter dem Einfluß des Grenzpotentials, verschieden 
verteilt, und zwar werden die positiven zu der negativ ge- 
ladenen Grenzfläche getrieben, die negativen davon abgestoßen. 
Das Paraffin wird daher in Berührung mit verdünnten Lösungen 
mehr positiv sein als reinem Wasser gegenüber, was mit den 
Messungen in bester Übereinstimmung steht. Weiter ist auch 
erklärlich, daß für die Änderungen des Grenzpotentials bei . 
kleinen Konzentrationen die positiven Ionen die größte Rolle 
spielen, und daß unter diesen die mehrwertigen sich am effek- 
tivsten gezeigt haben. 

Bei den größeren Konzentrationen von etwa einem Milli- 
mol an ändern die Grenzpotentiale ihren Charakter. Es treten 
die vom Verfasser näher untersuchten Gesetzmäßigkeiten auf, 
die lebhaft an Nernstsche Diffusionspotentiale erinnern, die 
als Elektroden- und Flüssigkeitspotentiale öfters untersucht 
worden sind. Es liegt nahe, zu vermuten, daß der Eintritt 
dieser Gesetzmäßigkeiten durch eine Art von Sättigung der 
Grenzfläche bewirkt wird, so daß die äußerste Grenzschicht 
bei größeren Kortzentrationen entweder von konstanter Kon- 
zentration wird oder, was wohl wahrscheinlicher ist, unter Ein- 
wirkung der elektrischen Kräfte, der Molekularkräfte, der Dis- 
soziationsprozesse und Wärmebewegungen streng gesetzmäßigen 
Konzentrationsänderungen mit den Änderungen der Konzen- 
tration der Lösung unterliegt. Die Potentiale, deren Ände- 
rungen beobachtet werden, würden dann die Diffusionspotentiale 
zwischen der äußersten Schicht und dem Inneren der Lösung 
seins In der Tat weisen mehrere Tatsachen, 'so z. B. die Brauch- 
barkeit der gewöhnlichen Wanderungsgeschwindigkeiten u und v 
und die Nernstsche Konstante in den empirischen Gesetzen 
(2 und 8) darauf hin, daß die Gesetzmäßigkeiten sich auf eine 
relativ normale Schicht der Lösung beziehen. 

Wir nehmen also an, daß die bei größeren Konzentrationen 
beobachteten Variationen der Grenzpotentiale in der einen oder 


1) P. Lenard, Sitzungsber. d. Heidelb. Akad. d. Wiss. 1914. 
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anderen Weise abgeänderten Diffusionspotentialen zuzuschreiben 
sind. 

Im nächsten Abschnitt werden wir die Brauchbarkeit dieser 
Annahme zur Erklärung der empirisch gefundenen Gesetz- 


| mäßigkeiten nachweisen. Zuerst wollen wir uns aber durch (4 
eine Uberschlagsrechnung über die mögliche Ladungsdichte 
| _der Doppelschicht orientieren. 
| Unserem Ansatz gemäß hat zum mindesten der nach dem 1 
| Innern der Lösung liegende Teil der Doppelschicht seine Ladung m 
| auf Grund eines Überschusses an Ionen des einen Zeichens. W 
i Wir denken uns eine z-Achse normal auf der Grenzfläche und ti 
| wählen die Richtung in die Lösung hinein als positiv. Den Null- sc 
- wert von z wählen wir an der neutralen Ebene zwischen den di 
| verschieden geladenen Schichten. Das Potential an dieser ° 
i Ebene nennen wir Py. Die Ladung der Lösung, d. h. die La- Vv 
dung der überschüssigen Ionen des einen Zeichens, denken G 
| wir uns der Einfachheit halber gleichmäßig mit der Dichte oe a 
| bis zu einer Tiefe d cm von der genannten Ebene aus verteilt L 
| oder von z=0 bis x=d. Die Dielektrizitätskonstante setzen d 
| wir gleich der des Wassers oder ungefähr 80. Für das Potential P a 
in einer Tiefe x gilt dann die Gleichung von Poisson: d 
@?P Pi & 
das 8] 
| Unter Berücksichtigung davon, daß für , d 
| z=0; P=P, 
| ist und für 2 
it 
Ä ergibt die Integration für das Potential im Innern der Lösung: s 
2 no 
Poo = Py += 
Aus den Variationen der beobachteten Grenzpotentiale geht 
hervor, daß P.— P, von der Größenordnung -0,1 Volt, d. h. ; 
Po — P, = elektrostat. Einh. ist. 
Setzen wir die Aquivalentkonzentration der überschüssigen 


Ionen des einen Zeichens zu ¢, so wird die Ladungsdichte 
= e. 290. 10?” elektrostat. Einh., - 
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und wir erhalten die Relation: 
0, 1 2n 12, 2 
290 10? ed 
oder 


(4) ed® = 19-1". 


Nun ist die Größenordnung der Molekülabstände in Wasser 
10-® cm. Damit ein Diffusionspotentialsprung möglich wird, 
muß d diese Länge beträchtlich, überschreiten. Für d = 10.10 
wir e= 10"; d= 1000.10 gibt e = 10-7, die Ionenkonzen- 
tration des besten ‘Wassers. Die. Ladungsdichte “der Grenz- 
schicht muß also viel kleiner sein als die Ionenkonzentrationen 
der verwendeten Lösungen. 

Hier wollen wir auch eine der 
Verschiedenheit der direkt und der kataphoretisch gemessenen 
Grenzpotentiale (Fig. 1) bei den größeren Konzentrationen® 
anknüpfen. Bei ganz kleinen Konzentrationen und bei kleiner 
Ladungsdichte e muß der Diffusionspotentialsprung weit in 
die Lösung hineinragen. Wenn aber die Konzentration wächst, 
so wächst auch die Polarisierbarkeit und die mögliche Ladungs- 
diehte &, und die Doppelschicht rückt gemäß (4) immer näher 
an die Wand heran. Die elektroosmotischen Effekte beziehen 
sich aber auf den Potentialsprung zwischen der bewegten und 
der an der Wand haftenden Lösung, und wir sind dann stark 
in Versuchung, die Tiefe des Potentialsprunges mit ihrer elektro- 
osmotischen Aktivität zu identifizieren. Bei größeren Kon- 
zentrationen kommen die Potentialsprünge fast völlig in die 
innerste, an der Wand haftende Schicht zu liegen, und der 
elektroosmotische effektive Potentialsprung geht, wie die Mes- 
sungen auch bestätigen, nach Null. 


Die Deutung der empirischen Gesetzmäßigkeiten bei den 

größeren Konzentrationen. 

Wir haben schon gesehen, daß sich, nach den Messungen 
des Verfassers an Lösungen mittlerer Konzentration, die Grenz- 
potentiale des Paraffins gegenüber verschiedenen Lösungen 
einwertiger Salze durch zwei empirische Formeln darstellen 
lassen. Die erste lautete (1 und 2): 


(5) P= P, + 775 57,7 log ¢ Millivolt, 


Annalen der Physik. IV. Folge. 50. 31 


| 
i 
1 
| 
- | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
4 | 
| | 
| 
| | 
| 
\ 


: 466 


G. Borelius. 


wo P, eine unbestimmte Konstante und edie Ionenkonzentration 
ist. U und V sind Konstanten, die fiir die Kationen bzw. Anionen 
in allen untersuchten Verbindungen gelten. 57,7 Millivolt ist 
bei 18° der Wert 

RF 1 

“F loge 
(R Gaskonstante, T absolute Temperatur, F Äquivalentladung). 

Die zweite, und zwar die mit den Meßresultaten am besten 

übereinstimmende Formel war (1 und 8): 
(6) — B—2—] log e Millivolt. 


ute uto 


P, und ¢ haben hier dieselbe Bedeutung wie in (5). A und 
B sind fiir die Kat- und Anionen in allen Verbindungen charak- 
teristische Konstanten. u und © sind die gewöhnlichen Wan- 
= derungsgeschwindigkeiten 


u v 
uto uto’ 
somit die Überführungszahlen, deren Verwendbarkeit in der 
Formel besonders zu bemerken ist. 

Die Gleichungen zeigen -beim ersten Anblick eine gewisse 
Ähnlichkeit mit den Gleichungen der Flüssigkeitspotentiale 
und Elektrodenpotentiale. Besonders ist die logarithmische Ab- 
hängigkeit von der Konzentration allen gemeinsam. Wir wollen 
daher untersuchen, inwieweit die Grundgleichungen aller Dif- 
fusionspotentiale, die Nernstschen Differentialgleichungen, auch 
hier von Nutzen sein können. Sie geben, wie bekannt, für 
die Variationen des Potentials P und für die Konzentrationen 
p und n der Kat- und Anionen in einer Richtung z das Kri- 
terium der Abwesenheit eines Stromes in dieser Richtung: 


M) (up — on) + + 0. 


Die Nernstsche Differentialgleichung nimmt Riicksicht 
auf die Kräfte des auf die Ionen wirkenden Feldes und auf 
die Wärmebewegung. Es können aber noch andere für die 
Kapillarschicht eigentümliche Einwirkungen auf die Ionen 
hinzukommen und die Grenzpotentiale beeinflussen, und zwar 
entweder so, daß sie eine Abänderung der Differentialgleichungen 
notwendig machen, oder auch so, daß sie bei größerer Kon- 
zentration hauptsächlich auf die Grenzbedingungen einwirken, 
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indem sie nur die Ionenkonzentrationen an der allerinnersten 
Grenzschicht bestimmen, während für die außerhalb dieser 
Schicht liegenden Potentialsprünge die Nernstschen Glei- 
chungen wenig verändert gelten. 

Ich werde drei verschiedene Möglichkeiten zur Deutung 
der empirischen Formeln erörtern: 

1. Die Gleichung (5) hat eine große formale Ähnlichkeit 
mit der Gleichung für die Flüssigkeitspotentiale zwischen einer 
Lösung von konstanter Konzentration und verschieden konzen- 
trierten Lösungen derselben einwertigen Elektrolyte. Es sind 
nur in dieser Gleichung die Ionengeschwindigkeiten durch die 
Konstanten U und V der Tab. 5 zu ersetzen. 

Es folgt daher Gleichung (5) durch Integration der Nernst- 
schen Differentialgleichung (7) unter den folgenden Voraus- 
setzungen. 

Der Überschuß an Ionen des einen Zeichens ist klein gegen- 
über der ganzen Ionenzahl, d. h. es ist wie bei den Flüssig- 
keitspotentialen approximativ p=n zu setzen. 

Die Ionenkonzentration der äußersten Grenzschicht wird 
von einer gewissen, recht kleinen Konzentration der Lösung 
an konstant. Die Wanderungsgeschwindigkeiten sind in der 
Grenzschicht ‚verändert, so daß sie sich wie die Konstante U 
und V (von einem unbestimmten Faktor abgesehen) verhalten. 

Um zu untersuchen, ob die angenommenen Änderungen 
der Wanderungsgeschwindigkeiten, die z. B. durch Änderungen 
des Laplaceschen Binnendruckes verursacht sein könnten, 
mit anderen Eigenschaften der Ionen zusammenhängen, habe 
ich in Tab. 9 die Quotienten U/u und V/v bereehnet. Die 
Zahlen der Tabelle enthalten selbstverständlich einen un- 
bestimmten Faktor. 


Tabelle 9. 


Kation 


Diese Zahlen zeigen eine Tendenz, mit steigendem Atom- 
gewicht zu wachsen. Übrigens stehen sie jedoch so wie die 
31* 


| 
1 | 
1 | 
t | 
| 
| 
| 
| 
| 
| | 
| 
| 
| 
ms | Anion | 
H 3,0 OH 1,0 
Li 7,4 Cl 2,3 i 
Na 8,5 C,H,0, 2,8 
K 8,7 J 34. | 
Ag 9,9 NO, 4,8 
| 
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isoliert da. 

2. Eine zweite Möglichkeit, ‘die durch Gleichung (5) aus- 
gedrückte Gesetzmäßigkeit zu erklären, wird gewonnen, wenn 
wir die Wanderungsgeschwindigkeiten in der Grenzschicht un- 
verändert annehmen, dagegen die auch nur approximative 
Gleichheit der Konzentrationen der positiven und’ negativen 
Ionen aufgeben. Setzen wir z. B. in den Nernstschen Glei- 
chungen (7): 

(8) 7 


wo a und f die Ionen in allen ihren Verbindungen charak- 
teristiseher Konstanten sind, so lassen sich diese einfach inte- 
grieren, und wir bekommen, wenn wir den Index 0 auf die Grenz- 
hehe, den Index oo auf das Innere der Lösung beziehen: 


Rr: au— 


Nehmen wir auch hier die innerste Schicht als dastekolixlich 
an, d. h. daß p, und n, konstant sind, so erhalten wir, da 


Neo = C his Ionenkonzentration der Lösung), 
> 7 = 57,7 Millivolt (bei 18°) 

die Gleichung: 
P, — Po. = Konst. sen - 57,7 log c, 


au Bo 
die mit (5) übereinstimmt, falls: 
au 
9) = 


In dieser Darstellung freilich ein grober 
denn es ist natürlich in der Lösung 


Po = Ua =C, 
und es kann daher hier nicht der Ansatz (8) gelten. 

Vielleicht könnten wir aber a und ß «ls mittlere Werte für 
die Schieht annehmen, wo die elektrische Kraft am größten ist, 
eine Vereinfachung, die natürlich, um eine bessere Stütze zu 
bekommen, eine ausführliche mathematische Begründung nötig 
hätte. 


ganze Annahme über eine ungleichmäßige Veränderung der 
Ionengeschwindigkeiten in der Grenzschicht noch ziemlich 
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Wir wollen aber nicht versuchen, den gemachten Ansatz 
: näher zu begründen, da ihm schon ganz bestimmte Schwierig- 
_ keiten entgegenstehen. Die Werte a und # müßten nach (9) 
: denen der Tab. 9 proportional sein, und es würde aus (8) folgen, 
daß in der Grenzschicht die positiven Ionen zahlreicher vor- 
' kommen als die negativen, und weiter die mit größerem Atom- 
; gewichte zahlreicher als die mit kleineren. Nun hat aber Le- 
.nard!) durch Studien an freien Oberflächen nachgewiesen, 
wie man die auf die Ionen wirkenden kapillaren Kräfte auf 
deren größere Dichte (er denkt sich die Ionen nach Kohl- 
rausch mit einer Umlagerung von Lösungsmittelmolekülen) 
zurückführen kann. Bei freien Oberflächen werden eben die 
schwereren Moleküle von der Oberflächenschicht zurückgehalten, 


wihrend die leichteren, wie z. B. H, weiter darin eindringen 
können. Es ist dann nicht leicht, zu erklären, warum bei der 
Grenzfläche gegen Paraffin gerade das Gegenteil gelten würde, 
und weiter müßte, wenn wirklich eine die schweren Ionen an- 
ziehende Kraft vorhanden wäre, wohl auch die Ionenkonzen- 
tration in der Grenzschicht vergrößert, und mit ihr, gemäß 
dem Ansatz (8), auch die Ladungsdichte p — n sehr groß sein. 
Dies ist aber mit der Berechnung (4) im vorigen Abschnitt nicht 
vereinbar. Um diese Schwierigkeiten zu beseitigen, könnte 
man sich vielleicht die Dissoziation in der Grenzschicht be- 
sonders klein denken. Damit haben wir aber schon allzu viele 
grundlose Annahmen. 

8. Eine dritte Möglichkeit zur Erklärung der Phänomene 
gibt uns recht ungezwungen die empirische Gleichung (2), und 
diese hat mich schon bei Aufstellung dieser Gleichung geleitet. 
Sind nur die positiven Ionen für einen Diffusionspotentialsprung 
maßgebend, wie nach Nernst bei den Elektrodenpotentialen, 
so erhält dieser für einwertige Ionen bei 18° die Form: 


P = Konst. + 57,7 log Pe, 
wo P das Potential der in die Lésung eingefiihrten Substanz 
gegenüber der Lösung bedeutet und pp die Kationenkonzen- 
tration in der Grenzschicht p, im Innern der Lösung ist. Ähn- 
lich würde bei negativen Ionen sein: 
P = Konst. — 57,7 log om . 


1) P.Lenard, Sitzungsber. d. Heidelb. Akad.d. Wiss. p. 27—29. 1914. 
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Haben, wie bei Paraffin, sowohl die positiven wie die nega- 
tiven Ionen einen Einfluß, so läßt sich leicht zeigen, daß eine 
bestimmte Ionenart auf die Änderungen des Diffusionspotential- 
sprunges um so mehr Einfluß hat, je größer ibre Wanderungs- 
geschwindigkeit ist, und es liegt nahe, zu vermuten, daß die 
Mitwirkung einer Ionenart bei der Änderung des Grenzpotentials 
mit der Konzentration proportional ihrer Überführungszahl ist. 
Wir erhalten auf diese Weise: 


P = Konst. + 51,7. log Pe _ 57,7. — log = Millivolt. 
Hier ist 
und wir machen weiter den Ansatz: 
10) | Po = Konst. c“, 
u, = Konst. ec”. 


Wir bekommen dann die Gleichung: 
P = Konst. + 


[57,7 (1 — log e Millivolt, 


die sich mit (6) in Fee der läßt, wenn den 
empirischen Konstanten A und B die folgenden Bedeutungen 
zugeschrieben werden: 


A=57,7(1—p); B=57,7(1—»). 


Aus der Tab. 7 berechnen sich dann für wu und » die Werte 
der Tab. 10. 


Tabelle 10.!) 


Anion 
NO, 
J 


Cl 
C,H;0, 
OH 


1) Da der Verfasser bei einer früheren Veröffentlichung (vgl. Anm. 2, 
p- 451) nur die Anionen Cl, C,H,O, und OH untersucht hatte, wurde er 
durch die Obercinstimasung ihrer v-Werte veranlaßt, allzu spezielle em- 
pirische Formeln aufzustellen. 


g 
( 
‘ 
| 
Kation | u | v 
K 0,01 = 0,52 
Ag 0,06 0,85 
Na 0,15 1,20 
0,22 1,25 
Li 0,67 1,27 
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Einer strengen, auf die Nernstsche Differentialgleichung 
gegründeten Herleitung der Formel (6) stellen sich große 
Schwierigkeiten entgegen. Sie würde wahrscheinlich so viele 
weitere Annahmen und Approximationen notwendig machen, 
daß sie kaum verständlicher oder überzeugender als die obige 
oberflächliche Herleitung wäre. 

Der Ansatz (10) ist nichts als die in mehreren Fällen fest- 
gestellte gewöhnliche Form der Adsorptionsisotherme, und 
schon dadurch wahrscheinlich genug. Er scheint dazu noch 
durch die in Abschnitt 3 erwähnten Messungen der Grenzflächen- 
spannungen gestützt zu werden. Eine nähere Erörterung dieses 
Punktes muß aber dahinstehen, bis daß diese Messungen zu 
Ende gebracht worden sind. 

Wir haben also die Grenzpotentiale, wie sie bei größeren 
Konzentrationen auftreten, als Diffusionspotentiale aufgefaßt 
und drei verschiedene Möglichkeiten zu einer theoretischen 
Gründung der empirischen Formeln verfolgt. Unter diesen 
hat die dritte sowohl mit den zunächst behandelten Messungen 
als mit anderen Erfahrungen am besten übereingestimmt. Wenn 
auch unsere Kenntnisse vorläufig nicht ausreichen, um eine 
sichere Wahl zu treffen, dürfte jedenfalls die zahlenmäßige 
Behandlung der Meßresultate auf Grund der gemachten hypo- 
thetischen Ansätze die Entscheidung näher geführt haben. 


Lund (Schweden), Phys. Inst. d. Univ., 8. April 1916. 


(Eingegangen 9. April 1916.) 
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6. Die Verdichtung 
von Metalldümpfen an abgekühlten Körpern; 
von Martin Knudsen. 
(Hierzu Tafel III.) 


Läßt man Quecksilberdampf sich an einer Glasfläche ver- 
dichten, die bis zur Temperatur des flüssigen Sauerstoffs ab- 
gekühlt ist, so bemerkt man erst einen durchsichtigen Belag, 
der ganz schwach spiegelnd ist und bei durchgehendem weißen 
Licht einen bräunlichen Farbenton aufweist. Allmählich wie 
die Verdichtung sich fortsetzt, wird der Belag undurchsichtiger 
und nimmt die zurückgeworfene Lichtmenge zu. Die Bildung 
des Belages macht den Eindruck, daß jedes Quecksilbermolekül, 
das die stark abgekühlte Wand trifft, an den Wänden hängen 
bleibt, so daß die Wahrscheinlichkeit, zurückgeworfen zu werden, 
sehr gering ist. Um festzustellen, ob diese Wahrscheinlichkeit 
von merkbarer Größe ist, habe ich einige Versuche angestellt, 
durch die sich ergeben hat, daß man damit rechnen kann, daß 
jedes Quecksilbermolekül, das einen bis zur Temperatur des 
flüssigen Sauerstoffs abgekühlten Körper trifft, beim ersten 
Anstoß daran hängen bleibt, wogegen ein Quecksilbermolekül, 
wenn der von ihm getroffene Körper eine auf — 77,50 abgekühlte 
Glaswand ist, nur mit einer Wahrscheinlichkeit von unter 
1/5999 beim ersten Anstoß daran hängen bleiben wird. Ein 
auf —63° abgekühlter Quecksilberbelag hält dagegen fast alle 
daran anstoBenden Quecksilbermoleküle zurück und würde 
annehmbar alle zurückhalten, wenn die Quecksilberoberfläche 
vollkommen rein wäre. 

Eine Reihe von Versuchen bei Temperaturen, die zwischen 
den Temperaturen von flüssigem Sauerstoff und fester Kohlen- 
säure lagen, zeigten, daß eine Abkühlung auf ca. —140° hin- 
reicht, um das Glas zu veranlassen, ein jedes daran anstoßendes 
Molekül zurückzuhalten, und daß eine Erwärmung von dieser 
Temperatur bis auf —130° hinreicht, um vor der Konden- 
sation wiederholte Zurückwerfungen zu bewirken, wenn die 
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anstoßenden Quecksilbermoleküle sich mit Geschwindigkeiten 

nähern, die der gewöhnlichen Zimmertemperatur entsprechen. 
Es scheint also für die Quecksilberkondensation an Glas 

eine Art kritische Temperatur zwischen —140 und —130° zu 

geben. Die ungefähre Lage der entsprechenden Temperatur 

habe ich für Cadmium, Zink, Magnesium, Silber und Kupfer 

festgestellt. Es ergab sich, daß einzelne 

Moleküle oder kleinere Molekülaggregate, 

die am Glase hängen geblieben waren, sich 

von anderen daran anstoßenden Molekülen 

wieder zurücktreiben ließen. Dies steht in 

enger Verbindung mit der Erscheinung der 

Übersättigung und spielt unzweifelhaft eine 

Rolle bei instabilen Zuständen und lang- 

sam verlaufenden Prozessen überhaupt. 


In eine 8 cm weite Glasröhre wurde, 
wie in Fig. 1 dargestellt, eine andere Glas- 
röhre dergestalt eingeblasen, daß die beiden 
Glasröhren gemeinsame Achse haben und 
beim Zusammenblasen oben eine ringförmige 
Rinne gebildet wird, in der sich das flüssige 
Quecksilber (Hg an der Figur) während des 
Versuches befand. Durch eine Seitenröhre A 
war der Apparat mittels eines Schliffes 
mit der Pumpe verbunden, und während 
des Auspumpens war der Apparat ‘derart 
gedreht, daß die Röhre B nach unten Kr 
kehrte. Das Quecksilber befand sich also in Fig. 1. 
dieser Röhre und wurde darin ausgekocht. 
Nachdem der Apparat luftleer geworden war, wurde er ge- 
dreht, so daß B nach oben kehrte und das Quecksilber in die 
ringförmige Rinne hinablief. Der unterste Teil des Apparates 
wurde nun mit flüssigem Sauerstoff umgeben, so daß dieser 
die äußere Röhre bis ca. 5 cm über die untere Mündung der 
inneren Röhre abgekühlt hielt. Die innere Röhre hatte eine 
Länge von 18 cm und einen inneren Durchmesser von 2 cm, 
so daß ihr Widerstand gegen die molekulare Strömung der 
Quecksilberdämpfe durch die Röhre sehr gering war. Es ergab 
sich denn auch, daß sich, wenn die äußere Röhre mit dem 
flüssigen Sauerstoff umgeben wurde, fast augenblicklich ein 
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undurchsichtbarer Quecksilberbelag am unteren Ende der 
Röhre bildete. Dieser Belag war nach oben hin dünner, und 
zwischen dem Quecksilberbelag und der Mündung der inneren 
Röhre fand sich eine ringförmige Zone, wo kein Quecksilber- 
belag zu beobachten war. Diese Zone wurde allmählich 
schmäler, wie die Destillation fortgesetzt wurde, und nachdem 
diese durch Erwärmung des obersten Teiles des Glasapparates 
kräftig beschleunigt worden war, wurde die durchsichtige Zone 
schnell‘so schmal; daß sie auch 
nicht durch die Lupe zu er- 
kennen war. Der Quecksilbe: - 
belag hatte nun einen voll- 
kommen scharfen Rand oben 
in der Höhe der Mündung der 
inneren Röhre. Fig. 2 ist eine 
photographische Wiedergabe des 
Randes des Quecksilberbelages. 
Nachdem die verhältnismäßig 
schnelle Destillation eine Zeit- 
lang fortgesetzt worden war, 
so daß der ganze Versuch 
Fig. 2. 11/, Stunde dauerte, wurde der 
flüssige Sauerstoff entfernt, und 
bevor der feste Quecksilberbelag flüssig geworden war, wurde 
der Apparat mit atmosphärischer Luft gefüllt, wodurch eine 
Verdampfung des Quecksilberbelages verhütet wurde. 


Sobald der Quecksilberbelag flüssig wurde, zerteilte er sich 
in Tropfen und wurde durchsichtig. Diese Tropfen wurden 
durch ein 300mal vergrößerndes Mikroskop betrachtet, und es 
ergab sich, daß die Tropfen am Rande des Quecksilberbelages 
so klein waren, daß man sie eben noch erkennen konnte, und 
ihre Zwischenräume waren recht groß. Über der Mündung der 
inneren Röhre waren keine Tropfen zu sehen; vom Rande an 
und abwärts nahm aber ihre Dichte (Anzahl pro Flächen- 
einheit) sehr schnell zu, Einige «wenige Hundertstel Millimeter 
unter dem Rand des Quecksilberbelages, wo der Quecksilber- 
belag annehmbar eine etwas größere Dicke hatte, nahm die 
Diehte der Tropfen wieder ab, während ihre Größe zunahm 
und gewisse Tropfengrößen anderen vorgezogen waren, so daß 
unter den fast unzähligen Tropfen nur 4—5 verschiedene Größen 


4 
4 
it 
H 
i 
vi 
vi 
el 
St 
| 
| 
| 
i 
N 
| | 
' 
i 
i 
i 
} 
| 
j 


Verdichtung von Metalldämpfen an abgekühlten Körpern. 475 


vorkamen. In einzelnen Zonen: kam nur eine. Tropfengröße 
vor, in anderen bis 3 verschiedene Tropfengrößen zwischen- 
einander in recht regelmäßiger Weise. Mit unbewaffnetem Auge 
betrachtet, war der Quecksilberbelag grau mit vollkommen 
scharfem Rand nach oben. 

Die Quecksilbertropfen wurden gesammelt und gewogen. 
Das Gewicht der ganzen Menge war G = 0,0356 g. 

Hat ein Quecksilbermolekül, das eine in flüssigem Sauer- 
stoff abgekühlte Glaswand trifft, die Wahrscheinlichkeit a, 
zurückgeworfen zu werden, so kann man nach den Dimen- 
sionen der Röhre erwarten, daß die Quecksilbermenge 0,07 aG 
durch die ringförmige Fläche zwischen der äußeren Röhre und 
der Mündung der inneren Röhre hindurchpassieren wird, und 
setzen wir voraus, daß a im Vergleich mit 1 sehr klein ist, wird 
der größte Teil dieser Quecksilbermenge an der äußeren Röhre 
in einer Zone kondensiert werden, die sich von der Mündung 
der inneren Röhre ca. 1 cm nach oben erstreckt. Eine gleich- 
mäßige Verteilung des Quecksilbers an dieser Zone würde die 
Menge 0,0074 a G = 2,6. 10-4 a an jeder Flächeneinheit ergeben. 
Da der Quecksilberbelag über der Mündung der inneren Röhre 
indessen nicht zu erkennen ist, muß dessen Dichte infolge von 
Versuchen, die wir später besprechen werden, kleiner sein als 
32,5.10=, so daß wir also 2,6.10-4a <82,5.10-8 haben, 
woraus sich ergibt 

a<13.10-?, 


Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Quecksilbermolekül von einer 
Glaswand zurückgeworfen werden wird, die die Temperatur 
von flüssigem Sauerstoff hat, ist also höchstens 1/1999; wahr- 
scheinlich ist sie viel kleiner. 

Ein ähnlicher Versuch, bei dem der unterste Teil des Appa- 
rates in einem Gemisch von Äther und Kohlensäure abgekühlt 
wurde, statt in flüssigem Sauerstoff, ergab, daß der im untersten 
Teil der Röhre gebildete Quecksilberbelag nicht spiegelnd war, und 
daß der Belag nicht in der Höhe der inneren Röhrenmündung 
scharf begrenzt war, sondern sich 1—1,5 cm über diesen Rand 
hinaus fortsetzte. Die Quecksilbermoleküle müssen also in 
diesem Falle mit sehr merkbarer Wahrscheinlichkeit zurück- 
geworfen werden. Es ergab sich im übrigen bei diesem Ver- 
such, daß der Quecksilberbelag an Zonen, die in verschiedenen 
Höhen lagen, ein recht verschiedenes Aussehen hatte. Um 
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die Ursache dazu festzustellen, wurde ein neuer Versuch an- 
gestellt, bei dem die Abkühlung mit flüssigem Sauerstoff statt- 
fand. Der Versuch dauerte nur 20 Minuten, und der obere Teil 
des Apparates wurde nicht erwärmt, so daß die destillierte 
Quecksilbermenge bei weitem nicht so groß war wie im ersten 
Versuch. Der Versuch wurde unterbrochen, während man mit 
unbewaffnetem Auge noch einen kontinuierlichen Übergang an 
einer Zone von ein paar Millimeter Breite zwischen dem ganz 


undurchsichtbaren Quecksilberbelag und dem ganz unbelegten | 


Glase erkennen konnte. Nachdem der Apparat mit Luft gefüllt 
worden war und die Zimmertemperatur angenommen hatte, war 
der Quecksilberbelag halb durchsichtig und kräftig opalisierend. 
Das unbewaffnete Auge erkannte sehr deutliche Nuancen 
zwischen verschiedenen Zonen in der Nähe des Belagrandes, 
bis ein paar Millimeter von diesem; so schien eine Zone viel 
undurchsichtiger als der übrige Belag, der eine größere oder 
geringere Dicke hatte. Durch das Mikroskop zeigte es sich, 
daß diese Nuancen von verschiedener Tropfendichte und Tropfen- 
größe herrührten. Die Undurchsichtigkeit der betreffenden Zone 
rührte von ganz kleinen Tropfen her, die alle dieselbe Größe 
Größe hatten, und deren Dichte von der Grenze des Belages 
nach unten hin zunahm, bis man zu einem Bereich kam, wo 
die Tropfen größer wurden und weiter voneinander entfernt 
waren. 

Wie bekannt, sammelt sich das Quecksilber wegen des 
größeren Dampfdruckes über den kleineren: Tropfen allmählich 
zu größeren Tropfen. Dieser Prozeß geht indessen in der Luft 
nieht so schnell von statten, daß er die oben genannten Er- 
scheinungen hat illusorisch machen können. Ein Stück unter 
der Grenze des Belages wurden an einer Fläche von 0,007 mm? 
104 Minuten, nachdem sich die Tropfen bildeten, 270 Tropfen 
gezählt, und nach noch 1stündigem Stehen war diese Anzahl nur 
bis auf 243 Tropfen reduziert worden. Nach 18 Stunden war 
die Anzahl auf 70 reduziert, und die ganz kleinen, eben sicht- 
baren Tropfen dicht am Rande des Belages waren alle ver- 
schwunden und durch größere Tropfen ersetzt, die alle un- 
gefähr dieselbe Größe hatten, und deren gegenseitige Ent- 
fernung voneinander von der Grenze des Belages nach unten 
hin gleichmäßig zunahm. 

Der Umstand, daß die von einem dünnen Belag her- 


1 
rik 
die 
die 
sch 
da! 
sel 
ist 
Tel 
== die 
| ( 


Verdichtung von Metalldämpfen an abgekühlten Körpern. 477 


rührenden Tropfen alle nahezu gleich groß sind, auch wenn 
die Dieke des Quecksilberbelages etwas schwankt, bewirkt 
die erwähnten deutlichen Nuancen des Aussebens des ge- 
schmolzenen Quecksilberbelages, und man darf somit folgern, 
‘ daß, wenn ein tropfenförmiger Quecksilberbelag überall das- 
selbe Aussehen hat, der feste Belag, woraus derselbe gebildet 
ist, auch nahezu. überall dieselbe Dicke gehabt haben muß. 
Ich. möchte glauben, daß man eine Abänderung -der Schicht- 
dicke von ein paar Prozent erkennen können muß, 


Um zu untersuchen, ob gar keine Quecksilbermoleküle von 
der abgekühlten Wand zurückgeworfen werden, auch nicht, 
wenn die verdichtete Quecksilbermenge weit größer ist als die 
des besprochenen Versuches, stellte ich mit dem in Fig. 8 
skizzierten Glasapparat einen Versuch an. In ähnlicher Weise 
wie mit dem früher beschriebenen Apparat!) wurde das Queck- 
silber Hg (Fig. 8) erwärmt, so daß es schnell durch das Loch H 
verdampfen konnte. Die Moleküle des Quecksilberdampfes 


1) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 48. p. 1113. 1915. 
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setzten sich an der äußeren Röhre an, die in flüssigem Sauer- 
stoff abgekühlt gehalten wurde, und ein Teil von den Mole- 
külen passierten frei durch die Seitenröhre direkt vor dem Loch 
in die Kugel K hinein. Diese Kugel war ganz klein, 25 mm 
im Durchmesser, und es zeigte sich nun, daß die Quecksilber- 
dämpfe sich an einem Flecken direkt vor der Mündung der 
Seitenröhre kondensierten. Der Durchmesser des Fleckens 
maß 13 mm; sonst war an der Kugel keine Andeutung von 
Belag zu erkennen. Daß der Flecken einen so großen Durch- 
messer hatte, rührte zweifelsohne davon her, daß die Seiten- 
röhre, die 12 mm in die Kugel hineinragte, nicht schnell ab- 
gekühlt werden konnte; zu Anfang des Versuches können also 
einige Quecksilbermoleküle von der inneren Wandfläche der 
Seitenröhre in der Nähe der Röhrenmündung zurückgeworfen 
werden; diese Quecksilbermoleküle können eine schräge Rich- 
tung annehmen und den Rand des Fleckens bilden. Allmäh- 
lich wie der Versuch fortgesetzt wurde, kondensierte sich das 
Quecksilber fast ausschließlich am zentralen Teil des Fleckens; 
hier erhielt der Flecken in einem Bereich von etwa 6 mm 
Durehmesser eine bedeutende Dicke, und in diesem Bereich 
wurde der Flecken, von der inneren Seite der Glaskugel ge- 
sehen, bald weißlich, während seine Randpartie sich spiegel- 
blank hielt. Daraus ergibt sich, daß die zufällige Anhäufung 
von Quecksilbermolekülen imstande ist, eine Oberfläche zu er- 
zeugen, die bei größerer Schichtdicke verhältnismäßig rauh 
ist, wie ein dicker Spiegelbelag eine rauhe Vorderseite aufweist. 

Nach Beendigung des Versuches war die Masse des Queck- 
silbers 0,144 g, so daß man berechtigt ist, anzunehmen, daß 
die Wahrscheinlichkeit einer Zurückwerfung äußerst klein ist. 


Dabei muß man sich jedoch erinnern, daß nur der erste 
Teil des Quecksilberbelages direkt an der abgekühlten Glas- 
oberfläche gebildet wird, und daß diese verhältnismäßig schnell 
derart von Quecksilber bedeckt wird, daß man tatsächlich 
durch den Versuch erfährt, daß eine bis auf die Temperatur 
von flüssigem Sauerstoff abgekühlte Quecksilbermasse jedes 
daran anstoßende Quecksilbermolekül bereits beim ersten An- 
stoB bindet. 

Zur Untersuchung der Zurückwerfung der Quecksilber- 
moleküle von einer Fläche, der andere Temperaturen als die 
des flüssigen Sauerstoffs mitgeteilt werden können, benutzte 
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ich den in Fig. 4 skizzierten Glasapparat. Es wurde in der 
gewöhnlichen Weise ein Strahl von Quecksilberdampf erzeugt. 
Der Strahl wurde in eine Glaskugel von 6 em Durchmesser 
hineingeführt. Oben an der Glaskugel war eine Glasröhre mit 
Schliff S angebracht, in die unten eine geschlossene Glasröhre 


t7Ag 


U 


Fig. 4. 


eingefügt war. In dieser Glasröhre konnte man das Kälte- 
gemisch anbringen, dessen Temperatur man der inneren Glas- 
röhre A, gegen die die Quecksilbermolekiile anstieBen, beizu- 
bringen wünschte. Der Apparat war wie gewöhnlich mit einer 
(um 90° von der an der Figur dargestellten Stellung gedrehten) 
Seitenröhre versehen, in der das Quecksilber ausgekocht werden 
konnte, bevor es im untersten Teil des Apparates angebracht 
wurde. Die ganze Kugel K nebst Seitenröhre und dem übrigen 
unteren Teil des Apparates wurde nach dem Auspumpen in 
flüssigem Sauerstoff angebraeht, worauf das Kältegemisch in A 
getan und das Quecksilber Hg erwärmt wurde. 

- Bei einem Versuch wurde A mit flüssigem Sauerstoff ge- 


| 
| 
| 
| 
1 
| 
A 
| 
K | 
| 


füllt, und es bildete sich sehr bald an der Röhre ein spiegelnder 
Quecksilberbelag. Ein geringer Teil der Quecksilbermolekiile, 
die von der Seitenröhre der Kugel kommen, können indessen 
an den Seiten der Röhre A vorbeipassieren und an der hinteren 
Seite der Kugel K einen Belag bilden. Hinter der Röhre A 
bildete sich nicht die geringste Andeutung von Belag; diese 
Röhre wirkt also wie ein vollkommener Schattengeber, indem 
die inneren Ränder des Belages an der hinteren Seite der Röhre 
sehr scharf waren. Wie nach den oben besprochenen Versuchen 
zu erwarten war, bildete sich bei diesem Versuch an der der 
Seitenröhre zunächst liegenden Seite der Kugel K nicht die 
geringste Andeutung von Quecksilberbelag. Wir bezeichnen 
im folgenden diese Seite als Vorderseite der Kugel. Die sich 
bei diesem Versuch an der Röhre A ansetzende Quecksilbermenge 
betrug 0,14 g; der Belag war weißlich, ausgenommen am 
Rande, wo er spiegelnd war. 

Bei einem anderen Versuch wurde in der inneren Röhre A 
ein Kältegemisch von fester Kohlensäure und Äther angebracht, 
und es zeigte sich nun, daß der Belag sich schnell an der Hinter- 
seite der Kugel einstellte, und fast ebenso schnell bildete sich 
ein Belag an der Vorderseite der Kugel. Dieser Belag wurde 
immer dichter und war fortwährend, wie auch zu erwarten 
war, am dicksten direkt um die Seitenröhre. Er dehnte sich 
allmählich immer weiter von der Einströmungsöffnung (Seiten- 
röhre) aus, so daß man während des letzten Teiles des Ver- 
suches die innere Röhre durch den Belag nur mit Mühe er- 
kennen konnte. Solange man die innere Röhre aber sehen 
konnte, war daran kein Belag zu entdecken. Da die Röhre 
nach Beendigung des Versuches herausgenommen wurde, zeigte 
es sich indessen, daß sich dennoch etwas Quecksilber daran 
gesammelt hatte, und dieses Quecksilber bildete eine einiger- 


maßen zusammenhängende Schicht. Das Gewicht des an der. 


inneren Röhre A hängen gebliebenen Quecksilbers wurde in 
gewöhnlicher Weise zu 20,5 mg bestimmt, während das Ge- 
wicht des Belages an der Vorderseite der Kugel 13,8 mg be- 
trug. In diesem Falle ist die Anzahl der beim ersten Anstoß 
hängen gebliebenen Moleküle also größer als die Anzahl der 
zurückgeworfenen Moleküle. 

Man kann aber befürchten, daß dieser Versuch von der 
Wahrscheinlichkeit einer Zurückwerfung von einer abgekühlten 
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Glasfläche ein falsches Bild gibt, indem ein’ großer Teil der 
einfallenden Moleküle eine abgekühlte Quecksilberfliche statt 
eine abgekühlte Glasfläche getroffen haben muß. Ich wieder- 
holte daher den Versuch, stellte ihn aber sofort ein, als sich 
'an der Vorderseite der Kugel ein zu erkennender Belag ge- 
bildet hatte. Es fand sich damals noch kein sichtbarer Belag 
‘an der inneren Röhre. Beim Versuch mit flüssigem Sauerstoff 
in der inneren Röhre hatte es sich gezeigt, daß die Fläche des 
Belages an dieser Röhre eine Größe von 2,1 em? hatte, und 
da, wie später dargetan werden wird, eine Belagdichte von 
wenigstens 32,5. 10-8 g/em? erforderlich ist, um erkannt zu 
werden, muß das Gewicht des Belages an der inneren Röhre 
geringer gewesen sein als 32,5.10-8.2,1 = 68,25.10-* g. Eine 
Wägung ergab, daß der Belag an der Vorderseite der Kugel 
eine Masse von 8,30.10-* ¢ hatte, so daß danach die Wahr- 
scheinlichkeit, daß ein Queeksilbermolekül bereits beim ersten 
Anstoß an einer auf —77,5° abgekühlten Glasfläche hängen 
bleiben soll, kleiner ist als 68,25 . 10-#/8,30 . 10-8, d.h. kleiner 
als 2,07 . 10-4, 

‚Die genannte Wahrscheinlichkeit ist also äußerst gering, 
kleiner als 1/5999; aber sogar diese geringe Größe kann, wie oben 
dargetan, doch eine bedeutende Belagbildung bewirken, mdeni 
die wenigen zuerst eingefangenen Moleküle wieder alle oder 
fast alle sie treffenden Quecksilbermoleküle einfangen. 

Zur Untersuchung der Zurückwerfung von einem festen 
Quecksilberbelag, der bis auf eine niedrige Temperatur derselben 
wie die im vorigen Versuch angewandte, ab- 

kühlt worden ist, stellte ich folgenden Versuch an. 

In die innere Röhre A wurde erst flüssiger Sauerstoff getan, 
und als sich an dem unteren Teil der Röhre überall ein eben 
undurchsichtiger. spiegelnder Belag gebildet hatte, indem der 
ganze Apparat nicht in flüssigem Sauerstoff angebracht war, 
wurde der flüssige Sauerstoff in der Röhre durch ein Kälte- 
gemisch von —63° ersetzt. Darauf wurde der Apparat mit 
flüssigem Sauerstoff umgeben und der Versuch fortgesetzt, 
bis sich an der Vorderseite der Kugel ein erkennbarer Belag 
gebildet hatte. -Nach Beendigung des Versuches hatte das 
Quecksilber an der Stelle der Röhre A, die von den von der 
Einströmungsöffnung kommenden Molekülen getroffen wird, 
ein Gewicht von 24,45.10-? g. Davon machten die ein- 

Anualen der Physik, IV. Folge. 50. 82 
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gefangenen Quecksilbermolekiile nur einen geringen Teil aus, 
während die innere Röhre die Temperatur von flüssigem Sauer- 
stoff hatte; denn am ganzen Rest der Röhrenoberfläche fand 
sich nur eine Menge von 1,85.10-* g. Die sich an der Vorder- 
seite der Kugel befindende Quecksilbermenge betrug 2,85 . 10°? g,ı 
so daß sich in diesem Falle die Wahrscheinlichkeit einer Zurück- | 
werfung von ca. 1/,) ergibt. 

Wie ich früher gezeigt habe!), wird jedes Quecksilber- 
molekül, das bei gewöhnlicher Temperatur eine Oberfläche 
von flüssigem Quecksilber trifft, wenn die Oberfläche rein ist, 
in dem flüssigen Quecksilber aufgenommen werden, und die 
Annahme liegt nun nahe, daß auch jedes die Oberfläche eines 
festen Quecksilberbelages treffende Quecksilbermolekül ein- 
gefangen werden wird. Daß dennoch in dem hier besprochenen 
Versuch ca. 4/,) der Moleküle zuriickgeworfen wird, kann teils 
davon herrühren, daß das Quecksilber von der abgekühlten 
Fläche verdampft. Die während des ganzen Versuches ver- 
dampfte Quecksilbermenge wird nach der früher von mir auf- 
gestellten Dampfdruckformel?) zu 4,4.10-* g berechnet und 
ist also in diesem Zusammenhang verschwindend klein. Man 
kann allerdings nicht annehmen, daß die Dampfdruckformel 
mit Genauigkeit für festes Quecksilber gelten wird; sie konnte 
aber mutmaßlich nicht ganz mißweisend sein, zu beurteilen 
nach der Geschwindigkeit, mit der die Durchsichtigkeit der 
halb durchsichtigen Partien des Quecksilberbelages an der 
inneren Röhre im oberen Teil der Kugel zunahm. Man muß 
daher erwarten, daß die zurückgeworfenen Quecksilbermoleküle 
teilweise von Stellen kommen, wo die Wand der inneren nur 
röhre trotz des eben undurchsichtigen Belages noch unbedee 
war. Man muß sich ja erinnern, daß die durchgehende Licht- 
menge, wenn ‘die unbedeckten Partien im Verhältnis zu der 
Wellenbreite des Lichtes so klein geworden sind, etwas mehr 
herabgesetzt werden wird als im Verhältnis zu der unbedeckten 
Fläche, indem das Licht sich nach allen Seiten hin zerstreut. 
Jedoch genügt auch dieses Verhältnis kaum, um zu erklären, 
daß !/,, der einfallenden Moleküle zurückgeworfen wird, so daß 
es notwendig scheint, anzunehmen, daß die Quecksilberober- 
fläche durch Fettdämpfe vom Schliff verunreinigt worden ist. 


1) M.-Knudsen, Ann. d. Phys. 47. p. 697. 1915. 
2) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 29. p. 193. 1909. 
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Da früher dargetan worden ist, wie empfindlich eine Queck- 
silberoberfläche für Unreinheiten ist, wenn es sich um ihre 
Verdampfungsgeschwindigkeit handelt, finde ich keine Ver- 
anlassung, diesen Versuch als Beweis davon zu benutzen, daß 
ein Quecksilbermolekül überhaupt von einer vollkommen reinen 
Oberfläche von festem Quecksilber zurückgeworfen werden kann. 
Ein Apparat, wie der in Fig. 5 dar- 
getsellte, kann als Demonstrationsapparat 
benutzt werden, indem man den oberen 
und unteren Raum durch eine gebogene 
Glasröhre von ca. 3 mm lichter Weite ver- 
bindet (vgl. Fig. 5). Nach der Eva- 
kuation wird der Apparat von der Pumpe 
abgeschmolzen. Wenn sich am unteren 
Teil des Apparates ein Belag gebildet 
hat, kann man, wenn der Apparat die 
Zimmertemperatur wieder angenommen \ 
hat, das überdestillierte Quecksilber in 
die obere Kammer des Apparates zurück- 
bringen, indem man etwas Quecksilber 
durch die Seitenröhre laufen und den 
Belag aufsammeln läßt. Mit einem der- 
artigen Apparat habe ich eine Reihe von 
Versuchen angestellt, wobei dem unteren 


Hg 


Ende des Apparates nach und nach Sige 
verschiedene Temperaturen beigebracht 
wurden, indem es in ein Bad von Fig. 5. 


leichten Kohlenwasserstoffen hinabge- 
setzt wurde, die in flüssigem Sauerstoff abgekühlt worden 
waren. Die Temperatur des Bades wurde an einem Pentan- 
thermometer gemessen. Es bildete sich nun bei einer Tempe- 
ratur des Bades von ca. —140° ein vollkommen spiegelnder 
Quecksilberbelag, während der Belag bei einer um wenig Grad 
höheren Temperatur zwar spiegelnd war, aber doch eine sehr 
charakteristische Opaleszenz hatte, die etwas an das Aussehen 
einer Perle gemahnte. Dieses Aussehen rührt ganz unzweifel- 
haft davon her, daß einige Quecksilbermoleküle, wenn sie gegen 
die abgekühlte Glaswand anstoßen, zurückgeworfen werden. 
Es wurden einige orientierende Versuche mit anderen Me- 
tallen als Quecksilber ausgeführt. Die leichtverdampfbaren 
82* 
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Metalle wie Zink, Cadmium und Magnesium wurden in einer 
kleinen: Glasröhre von 4 em Länge und 8 mm lichter Weite 
angebracht. Die Röhre war an beiden Enden geschlossen, an 
der Mitte mit einem Loch versehen und konnte mittels eines 
darumgewickelten Platindrahtes erwärmit werden, der in die 
Oberfläche der Glasröhre eingeschmolzen war. Die Röhre 
wurde in senkrechter Stellung in einer weiteren Glasröhre auf- 
gehängt (Fig. 6), die mit dem Pumpensystem in Verbindung 
stand. - Nach dem Auspumpen wurde die äußere 
Glasröhre mit einem Bad umgeben, das die zu 
untersuchende Temperatur hatte; ein elektrischer 
“Strom wurde durch den Erwärmungsplatindraht 
gesandt, und bei der Verdampfung durch das Lech 
bildete sich an dem äußeren Glas ein Metallbelag. 


Sauerstoff abgekühlt gehalten, so bildete sich durch 
die Kondensation ein spiegelnder Metallbelag an der 
äußeren Röhre direkt vor dem .Loch der inneren 
Röhre, und es war an keiner anderen Stelle eine 
Spur von Metallbelag zu sehen. Man kann daraus 
schließen, daß Zink-, Cadmium- und Magnesium- 
moleküle bereits beim ersten Anstoß .an der ab- 
Fig. 6. gekühlten Glasfläche hängen bleiben, was auch 
mit dem Quecksilber der Fall war. Die Kon- 
densation setzte sich einige Zeit fort, nachdem der spiegelnde 
Belag ganz undurchsichtig geworden war, und: es zeigte sich 
nun, daß der Belag sich vom Glas dort abtrennte, wo er am 
dieksten war, also direkt vor dem Loch der inneren Glasröhre. 
Der Belag erhielt dadurch eine kleine Beule oder Biegung in 
die Glasröhre hinein, was darauf deutet, daß die: Adhäsion 
des Metallfilms am Glase nicht besonders groß ist, sowie daß 
Temperaturunterschiede entstehen, die die Lostrennung be- 
wirken können. Ganz kurze Zeit nachdem sich die Beule 
gebildet hat, zerreißt der Metallbelag, und es entsteht eine 
Figur wie die in Fig, 7') dargestellte (5 mal vergrößert). Der 
Rand des Metallbelages, der dünner ist, bleibt dagegen am 
Glase haften und bildet anscheinend einen vollständig zu- 
sammenhängenden Metallfilm, und zwar auch, wenn man ihn 
stark vergrößert durch das Mikroskop betrachtet. 


1) Figg. 7—10 befinden sich auf Tafel III. 


Wurde nun die äußere Glasröhre in flüssigem 
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Sowohl bei der Temperatur der Kohlensäure als bei ge- 
wöhnlicher Zimmertemperatur zeigt es sich, daß die Wahr- 
scheinlichkeit, daß ein Zink- oder ein Cadmiummolekül beim 
ersten Anstoß am Glase hängen bleiben soll, nahezu gleich 
Null ist. Auch bei Magnesium ist diese Wahrscheinlichkeit sehr 
gering. Der Belag setzt sich unregelmäßig auf dem Röhren- 
wand an, und die Menge, die direkt vor dem Loch der inneren 
Glasröhre sitzt, ist keineswegs größer als die Menge an der 
entgegengesetzten Seite der Glasröhre. Fig. 8 zeigt das Aus- 
sehen des Belages 28,7mal vergrößert. Fig. 9 stellt in fast 
natürlicher Größe ein Bild der äußeren Röhre dar, nachdem 
sich bei einer in einem Gemisch von Kohlensäureschnee und Äther 
hinabgesetzten Röhre ein Cadmiumbelag gebildet hatte, Die erste 
Zeit hindurch, während sich der unregelmäßige Belag an ver- 
schiedenen Stellen der Röhre bildete, hielt der dem Loch der 
inneren Glasröhre gerade gegenüberliegende Flecken sich voll- 
kommen klar. Es bildete sich recht plötzlich ein spiegelnder 
Fleeken mitten in dem Klaren, und nachdem: dieser Flecken 
sich gebildet hatte, kondensierte sich aller Cadmiumdampf 
daran, so daß er schnell an Dieke zunahm und an der inneren 
Seite matt wurde. Die photographische Aufnahme (Fig. 9) 
veranschaulicht diesen Flecken mit der ihm umgebenden 
vollständig klaren Partie. Weiter unten, am Boden der 
Röhre, sieht man einen länglichen Flecken von dem fleckigen 
Belag. Aus diesem Versuch scheint hervorzugehen, daß die 
Cadmiummoleküle, wenn sie mit großer Geschwindigkeit von 
der inneren Glasröhre kommen (deren Temperatur ca. 300° 
betrug), die Belagbildung, wo sie anstoßen, zu verhindern 
vermögen. Da sich unter den Molekülen zweifelsohne einige 
finden, deren Geschwindigkeit klein ist, von denen wiederum 
einige am Glase hängen bleiben, muß man erwarten, daß diese 
Moleküle wieder von denjenigen vertrieben werden, die eine 
große Geschwindigkeit besitzen. Erst wenn zufällig eine größere 
Cadmiummenge gebildet worden ist, vermag sie alle daran 
anstoßenden Cadmiummoleküle festzuhalten. 


Diese Auffassung wird durch den folgenden Versuch noch 
bestätigt. Die äußere Röhre wurde in flüssigen Sauerstoff hinab- 
gelassen, und es bildete sich ein Zinkbelag einer solehen: Dicke, 
daß der Belag fast undurchsichtig war. Wie oben erwähnt, 
scheint ein solcher Belag, durch das Mikroskop beobachtet, 


| 


M. Knudsen. 


ganz kontinuierlich. Bei diesem Versuch wurde der flüssige 
Sauerstoff durch Kohlensäureschnee ersetzt und die Konden- 
sation eine kurze Zeit fortgesetzt. Durch das Mikroskop be- 
trachtet, wies der Metallbelag nun das in Fig. 10 dargestellte 
Aussehen auf. Die Aufnahme ist 50mal vergrößert; man sieht 
nun, daß sich am Belag eine Menge Löcher finden. Namentlich 
von ganz kleinen, kaum sichtbaren Löchern findet sich eine 
Unmasse, hervorgebracht von den anstoßenden Molekülen. 
Einige Versuche mit Destillation von Salmiak ergaben bei 
Verdichtung von Salmiak in einer Glasröhre, die auf die Tem- 
peratur von flüssigem Sauerstoff abgekühlt war, einen sehr 
unregelmäßigen Belag. Der Salmiak setzt sich in Flecken oder 
Strichen ab, woraus man sieht, daß die Wahrscheinlichkeit, 


daß ein Salmiakmolekül am Glase hängen bleiben soll, sehr, 


gering ist. Diese Wahrscheinlichkeit ist hier, wie in allen 
anderen untersuchten Fällen, von der Oberflächenbeschaffen- 
heit des Glases abhängig. Beim Salmiak spielt möglicherweise 
auch die Dissoziation eine Rolle. 

Kupfer und Silber wurden untersucht, indem ein Platin- 
draht mit dem betreffenden Metall umgeben und auf elektrischem 
Wege glühend gemacht wurde. Um das untere Ende der Glas- 
röhre wurde ein Bad von leichtschmelzbarem Metall angebracht, 
so daß die Glasröhre bis an die Stelle, wo sich das verdampfende 
Metall befand, auf hohe Temperatur erwärmt gehalten wurde. 
Bei Benutzung von einem Verbrennungsglasrohr hatte der 
Silberbelag ganz dasselbe Aussehen bei einer Temperatur des 
Glases von 575° wie weiter nach oben an der Glasröhre, wo 
die Temperatur mehrere hundert Grad niedriger war. Die 
Silbermoleküle bleiben also beim ersten Anstoß am Glase 
hängen, und zwar auch bei einer so hohen Temperatur 
wie bei der angeführten. Die Kupfermolekiile besitzen dagegen 
einige Wahrscheinlichkeit, bei 575° zurückgeworfen zu werden, 
während sie beim ersten Anstoß hängen bleiben, wenn die 
Temperatur des Glases 350° mißt. Bei den Versuchen mit 
Kupfer wurde ein Glimmerblatt in das Glas hinabgeführt, und 
es zeigte sich, daß der Metallbelag am Glimmerblatt ganz der- 
selbe war wie am Glase. 

Aus den hier besprochenen Versuchen scheint die Regel 
hervorzugehen, daß ein Metallmolekül, das einen festen oder 


flüssigen Körper aus demselben Metall wie das Molekül selbst 
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trifft, bereits beim ersten Anstoß am Körper hängen bleiben 
und die Zustandsform des Körpers annehmen wird. Die Wahr- 
scheinlichkeit des Zurückgeworfenwerdens ist Null. 

Ganz anders kann es sich verhalten, wenn das Metall- 
molekül einen anderen Stoff, z. B. Glas, trifft. Es scheint 
dann eine Art kritische Temperatur zu existieren, unter der 
die Wahrscheinlichkeit der Zurückwerfung des Metallmoleküls 
Null oder so nahezu Null ist, daß’ eine Zurückwerfung sich bei 
meinen Versuchen nicht hat feststellen lassen. 

Wir führen hier für die untersuchten Stoffe die Grenzen 
an, zwischen denen diese Temperatur lag: 


Salmiak unter — 183°, 

Quecksilber zwischen — 140° und — 130°, 
Zink 

Cadmium zwischen —183° und —78°, 
Magnesium 

Kupfer zwischen 350° und 575°, 
Silber über 575°. 


Es muß künftigen Untersuchungen vorbehalten sein, ge- 
nauere Werte dieser kritischen Temperatur zu bestimmen und 
zu finden, wie letztere von der Temperatur des Dampfes und 
von den Stoffen, für die sie gelten soll, abhängt. Sogar von 
einem Stoff wie Messing, das sich leicht mit Quecksilber amal- 
gamiert, stellte es sich bei den Untersuchungen über das Kosinus- 
gesetz heraus, daß es alle einfallenden Quecksilbermoleküle 
zurückwarf, wenn die Temperatur nicht zu niedrig war. 

Wenn die Temperatur des Glases höher ist als die in der 
Weise gefundene kritische Temperatur, haben die Metall- 
moleküle eine von 1 verschiedene Wahrscheinlichkeit, beim 
ersten Anstoß hängen zu bleiben, und die Versuche mit Queck- 
silber scheinen zu zeigen, daß eine kleine Steigerung der Tem- 
peratur über die kritische genügt, um die genannte Wahr- 
scheinlichkeit ganz klein zu machen. In dem Falle muß man 
erwarten, daß die Moleküle vielmal gegen die Glaswand stoßen 
müssen, bevor sie hängen bleiben. Wo sie hängen bleiben, kann 
dann teils zufällig, teils von der Oberflächenbeschaffenheit des 
Glases abhängig sein. Namentlich wird die Kondensation an 
den Stellen schnell von statten gehen, wo sich bereits ein Metall- 
belag gebildet hat; denn dort ist die Wahrscheinlichkeit, hän- 
gen zu bleiben, wie erwähnt gleich 1. Daß die Wahrscheinlich- 
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keit der Moleküle, beim ersten Anstoß an einer Glaswand 
hängen zu bleiben, so nahezu Null sein kann, muß. auf -einer 
unvollständigen Energieauswechslung beim. Anstoß beruhen, 
so. daß wir hier mit einem Akkommodationskoeffizienten ähn- 
licher Art zu tun haben, wie früher beschrieben.) — 

'. Wir wollen nun annehmen, daß eine gewisse Stoffmenge 
bei einer solchen Temperatur in einem Glasbehälter eingeschlossen 
ist, daß der sämtliche Stoff in Gasform vorkommt. Darauf 
wird der Glasbehälter abgekühlt, so daß seine Temperatur 
niedriger wird als die Temperatur, bei der der. Dampf gesättigt 
ist. Ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein Molekül beim ersten 
Anstoß hängen bleibt, nahezu Null, so "besteht die Mög- 
lichkeit, daß eine merkbare Zeit verstreichen wird, bevor die 
Verdiehtung beginnt, und bis zu der Zeit wird der Dampf 


übersättigt sein. Diese Übersättigung wird fast permanent 


werden können, wenn einzelne Moleküle oder kleinere Molekül- 
aggregate, die sich bereits kondensiert haben, von anderen 
anstoßenden Molekülen wieder in Dampfform versetzt werden. 
Die Bedingung dafür, daß eine vollständig permanente Über- 
sättigung soll stattfinden können, muß sein, daß die erwähnte 
Wahrscheinlichkeit des Hängenbleibens genau Null ist. 


Köbenhavns Universitet, Marts 1916. 


1)M. Knudsen, Ann. d. Phys. 34. p. 593. 1911. | 


(Eingegangen 11. April 1916.) 


„vn ‘‘ Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. © 


Anna 
N 
j 
| 
N 
| 
| 
| 
i 
} | 
2 } | 
| 
| 
| + 
N 2 
! 
! 
| 
i 
| 
h N 
4 
i 
| + 
{ 
; 
— 
| y Hot 
A 
N 
| 


Annalen der Physik, IV. Folge, 50. Band. Tafel 1. 


wand 
einer 
ıhen, 
ähn- 


& 
enge N | 
ossen | 
rauf | 
ratur / | 
ttigt 


rste n | 

M Ö g- - | | 

die | ix. = 

| V = 23600 Vo Fi p= g V= i Hg 
i 0,0012 mm H 38700 Volt Fig. 2. p= 0,0010 mm 

It g- T. 1g. 


>kül- 
leren B+ | N,t 
den. 
Jber- 


hnte 


7 


t 


4 


= 42000 Volt Fig. 3. p = 0,0080mm Hg wan ng Fig. 4. 0,8-Ns+0,2-He 
Nt 

+ | 

2 

= 37700 Volt V = 29000 Volt ig. 6. 02-N,+08-H, 
= 0,0088 ug Fig. 5. 0,2-Ne+0,8-Hs p = 0,0080 mm Hg Fig 
T. Retschinsky. 


i 
5 
; | 
et. 
| 
| 


ot 


Ann 
Ht 
| 
+ 
i „+ 
4 
1 


Tafel I. 


H,* 
Hgt 
Pr | 
V = 41200 Volt Fig. 7. p=0,007 mm Hg V = 32400 Volt Fig. 8, p= 0,005 mm Hg 
H, 
H,* 
o+ 
_ He* 
- | O- 
V = 21000 Volt Fig. 9. p=0,006 mm Hg V = 38600 Volt Fig. 10. p= 0,004 mm Hg 
Ht | 
{ 
i} 
H,* 
or 
Hgt 
O- 


: 
V = 38500 Volt Fig. 11. p= 0,019 mm Ig 


T. Retschinsky. 


Annalen der Physik, IV. Folge, 50. Band. DEE 
=} 


x 
; : 
i 
; 
H 
; 
4 
{ 
H 
i 
; 
; 
! 
i | 
— | 
H 


Annalen der Physik, IV. Folge, 50. Band. Tafel 111. 


50 mal vergrößert 
Fig. 7. Fig. 10. 


23,7mal vergrößert Natürl. Größe 
Fig. 8. Fig. 9. 
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